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Introducgao

As notas aqui publicadas sao de autoria de Frank Plumpton Ram-
sey, e foram transcritas e traduzidas de manuscritos que compdem
a “Ramsey Collection”, cole¢do disponivel na Hillman Library da Uni-
versidade de Pittsburg’. Trata-se de textos inéditos que incluem trés
conjuntos de notas e um grande esbogo e versdo preliminar do artigo
The Foundations of Mathematics de Ramsey, publicado em 1925. Um
pequeno indice dos textos é fornecido abaixo (com referéncia a nume-
ragao padrao da colegdo):

002-26-01 Filosofia, Logica e Matematica 5
002-27-01 Logica 14

004-03-01 Esbogo sobre logica 21

006-01-01 Os fundamentos da matematica 30

A selecao do material baseou-se tanto no carater inédito dos textos?
quando na unidade que eles formam em torno das reflexdes de Ram-
sey sobre o Tractatus de Wittgenstein. Estes manuscritos se mostram
relevantes quando se trata de avaliar ndo apenas o impacto da obra de
Wittgenstein sobre Ramsey, mas também os pontos em que Ramsey
procura se afastar desta influéncia. Os temas centrais destes manuscri-
tos, como se pode presumir a partir dos titulos acima, s&o a logica e a
matematica, vistos sob o prisma da primeira obra de Wittgenstein.

O primeiro texto, numerado como 002-26-01, inicia com um comen-
tario a respeito do principio tractariano da bipolaridade essencial a
proposicdo. As aparentes exceg¢des sao divididas em duas classes:
i) tautologias e contradi¢des; ii) aquilo que n&o se diz, mas que se
mostra em proposicdes. Esta ultima classe €&, por sua vez, dividida
em trés segdes: a) propriedades internas de objetos; b) propriedades
internas de proposicdes e, finalmente, c) identidade. Com base na
distingdo entre dizer e mostrar, Ramsey recupera a separacéo, feita
no Tractatus, entre propriedades reais (qQue correspondem a fungdes
ou classes) e propriedades formais (que correspondem a variaveis).
Ramsey trata, entdo, da convencéo do Tractatus para a identidade, e

1 Frank Plumpton Ramsey Papers, 1920 - 1930, ASP. 1983.01 Archives of Scientific
Philosophy, Special Collections Department, University of Pittsburgh. Os arquivos digitaliza-
dos podem ser encontrados no sitio http:/digital2.library.pitt.edu/. Gostariamos de agradecer
a Lance Lugar, o curador destes arquivos, pela permissédo de publicar a transcrigao e a tradu-
¢ao destes manuscritos.

2 Uma grande parte dos manuscritos de Ramsey foi transcrita e publicada em (GALA-
VOTTI, 1991). Os textos aqui publicados, porém, ndo se encontram neste volume.
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na sequéncia avalia os “efeitos destrutivos” da concepcéo tractariana
da identidade para uma aritmética baseada em classes, tal como nos
Principia Mathematica. 1sso o conduz a aritmética tal como exposta no
Tractatus, que nao trata as equagdes matematicas como tautologias,
mas como equagdes.

Ramsey reescreve, neste ponto, as frases que Wittgenstein adicio-
nou a margem de sua copia do Tractatus: “Aideia fundamental da ma-
tematica € o calculo representado aqui pela operagao; o comego da
l6gica pressupde o calculo e, portanto, 0 numero; o numero € a ideia
fundamental do calculo e deve ser introduzido deste modo”. Ramsey,
porém, abandona a concepc¢ao tractariana da aritmética, pois se vé
incapaz de aplica-la para expressar proposicées tdo simples quanto
‘o quadrado do numero de ingleses é igual ao cubo do numero de
franceses menos trés”. E a partir desta reflexdo que Ramsey procura
conceber a ideia de uma “funcao proposicional em extensao”, ideia
central para o seu artigo de 1925 e que € posteriormente criticada por
Wittgenstein em seus escritos do periodo intermediario. Esta ideia &
de extrema importancia para seu tratamento da identidade, tratamen-
to que lhe permitira erigir uma teoria (extensional) das classes e, com
ela, uma aritmética baseada em classes, sem que esta teoria este-
ja exposta aos mesmos problemas da concepg¢éo da identidade dos
Principia Mathematica. O final do manuscrito traz algumas observa-
¢des sobre 0 modo como Wittgenstein concebia a atividade filosofica,
a saber, como uma analise das proposi¢gdes de nossa linguagem com
a finalidade de tornar claro o seu sentido.

O segundo texto, de numero 002-27-01, inicia com uma exposi¢ao
de certos aspectos da légica do Tractatus, para em seguida conside-
rar a analise de sentengas da forma “A diz p” (oratio obliqua) ou “A cré
que p”. Toda a dificuldade é analisar o sentido destas sentengas quan-
do ocorrem, em p, constantes l6gicas, como a negagao, por exem-
plo. O cerne da dificuldade sera analisar estas sentencas sem que a
analise se torne dependente de uma notacao ou linguagem particular.
Ramsey vai fornecer uma solugédo com base essencialmente naquilo
que Wittgenstein diz no Tractatus. Este material é interessante para se
observar a evolugado do pensamento de Ramsey em conjunto com ar-
tigos como Facts and Propositions (1927), por exemplo. Neste ultimo
artigo, Ramsey se vé incapaz de analisar a sentenga “A cré que ~aRb”
sem fazer referéncia a uma linguagem particular, tomando como “ilu-
sdrias” as maneiras em que esta analise poderia supostamente ser
feita®. Ha, portanto, um claro abandono de uma solugéo anteriormente
considerada para a analise deste tipo de sentenca doxastica.

3 Cf. (RAMSEY, 1931b, p. 149).
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Na sequéncia, Ramsey detém-se na teoria da generalidade do
Tractatus, mencionando que esta teoria se vincula essencialmente a
trés outras doutrinas tractarianas: i) a teoria da identidade; ii) a teoria
segundo a qual “a existe” € um contrassenso; iii) a teoria de que ob-
jetos existem necessariamente. Uma proposigao geral, no Tractatus,
€ dita ser apenas um certo modo de apresentacdo de uma funcao de
verdade de proposicdes elementares, e nao cria, portanto, uma hie-
rarquia de ordens como nos Principia Mathematica. |sso pareceu a
Ramsey ser a chave para se livrar do Axioma da Redutibilidade e para
construir um sistema de légica baseado em uma hierarquia simples
de tipos. O final do manuscrito compara a teoria da generalidade de
Wittgenstein com a teoria da generalidade baseada em universais, e
mostra as vantagens da teoria de Wittgenstein sobre esta teoria.

O manuscrito numerado como 004-03-01 € um esbogo sobre a
l6gica desenvolvida, nos Foundations of Mathematics, para defender
a estratégia logicista de fundamentagdo da matematica. Além de re-
petir a critica direcionada a aritmética do Tractatus, Ramsey comecga
a trabalhar nas suas “fungdes generalizadas” (fungdes proposicionais
em extensao), que vao conduzi-lo a extensionalizar a légica para dar
conta da matematica. Ele nota, porém, que esta concepg¢ao da no-
¢ao de “funcao” pode ser criticada por confundir o argumento de uma
funcdo com o indice de um nome. Wittgenstein ja fazia essa objecao,
no Tractatus, a teoria semantica de Frege, repetindo-a posteriormen-
te (nos textos do inicio da década de 1930) para atacar a teoria de
Ramsey. O que se mostra, neste manuscrito, € que Ramsey foi capaz
de vislumbrar esta critica a sua teoria, embora nao haja indicios de
nenhuma resposta a ela.

Por fim, o ultimo texto, numerado como 006-01-01, é claramente
uma versao preliminar dos Foundations of Mathematics. Percebe-se,
a partir deste texto, que Ramsey avaliou publicar este artigo no for-
mato de um pequeno livro (com marcagdes em lapis de Ramsey da
divisdo em capitulos), e apenas posteriormente Ramsey decidiu di-
vidir este material em diversos artigos que foram, entdo, publicados
separadamente. Estes artigos incluem, além de The Foundations of
Mathematics, Mathematical Logic (1926), Universals (1925) e, por fim,
sua resenha critica do Tractatus Logico-Philosophicus de 1923.

O manuscrito € composto de uma longa introdugcéo, em que Ram-
sey procura atacar a concepgao da matematica dos Principles of Ma-
thematics de Russell (que tratava as proposi¢gdes matematicas como
proposi¢cdes completamente gerais), aderindo a concepgao do Trac-
tatus, segundo a qual a matematica ndo é composta de proposi¢des
genuinas, mas de formulas para facilitar o reconhecimento de inferén-
cias na légica. Em seguida, Ramsey procura fornecer uma maneira
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logicamente genuina de se fazer a distingdo gramatical entre adjeti-
vos e substantivos para, entdo, descrever uma hierarquia simples de
tipos. A préxima dificuldade contemplada € o percurso de valores da
quantificacdo de ordem superior. Ramsey distingue dois métodos de
se estipular esta totalidade: o método “subjetivo” e 0 método “objeti-
vo” (uma referéncia a estes dois métodos ja é feita em 002-26-01). O
primeiro método, o dos Principia Mathematica, consiste em estabele-
cer certos principios de construgcao simbdlica e definir esta totalidade
como sendo todos os simbolos que podem ser construidos de acordo
com estes principios. O segundo método, adotado por Ramsey, € de-
terminar esta totalidade por uma descri¢ao geral dos membros desta
totalidade. Ramsey faz notar que este método torna certas constru-
¢Oes impredicativas legitimas, e que ele possui a vantagem (sobre o
primeiro) de ndo tornar necessario o Axioma da Redutibilidade. Por
fim, Ramsey traca sua conhecida divisdo dos paradoxos em ldgicos e
semanticos, e mostra como sua teoria soluciona, de modo distinto do
modo dos Principia, os paradoxos semanticos.

Ao editar o material, procurei preservar o tanto quanto possivel o
material original. Adi¢des de texto a fim de facilitar a leitura do material
foram indicadas por meio de colchetes. Notas marginais de Ramsey
ou deslocadas do texto foram inseridas entre paréntesis. Abreviacboes
foram completadas e pontuacdes acrescentadas com o intuito de fa-
vorecer a leitura do texto. Simbolos abreviatérios foram substituidos
por palavras (e.g., .. foi substituido por “portanto”). Palavras e frases
sublinhadas foram italicizadas. Palavras e sentencas riscadas ou mar-
cadas com tachado simples foram excluidas. Rarissimas expressoes
cuja grafia foi tomada como incompreensivel estdo ausentes.

Gostaria, por fim, de agradecer a dois revisores anénimos pelas
sugestdes e também a FAPESP pelo suporte financeiro dado por meio
de bolsa de pds-doutoramento (proc. n. 2015/25646-6).
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1. 002-26-01 Filosofia, Logica e Matematica

O principio de Wittgenstein segundo o qual proposi¢coes
asserem algo possivel e ndo necessario

Excecdes aparentes descartadas ou

(a) como tautologias ou contradi¢oes;

ou (b) como coisas que n&o podem ser ditas mas apenas mostradas,
ou as contraditérias destas. Estas [compdem] o topico do misticismo.

Conexéo intima (a aparecer posteriormente) entre as duas.

(a) ja discutido;

(b) preferiria dizer “frases contrassensuais (chame-as de pseudo-
proposi¢des) falsamente supostas como significativas por analogia”
(a ser elucidado).

Quando é (a), quando é (b).

(b) quando nao (a): exemplos sobre cores.

Instancias de (b):

1. Propriedades internas e relagdes cuja assergao é necessaria

Estas, como veremos, nao sao realmente relagdes.

e.g. existéncia: ‘a existe’ seria necessario.

Isto € um contrassenso, mas ‘O ¢ existe’ tem sentido.

Considera-se que ‘a existe’ tem sentido, pois ninguém distingue en-
tre descrigdes e nomes. Similarmente para ‘a € um objeto’ (‘a € um
objeto vermelho’ é gramatica; ‘a € um objeto’ € gramatica; ‘a € uma
funcao’ & gramatica).

2. Préximo caso: propriedades internas de proposicoes

p contradiz q, p implica q, p € sobre a, p € uma tautologia (em que
uma proposicao esta sendo usada com sentido).

Todos [0s casos acima s&o] sem sentido, embora isso ndo ocorra
se p, q sdo substituidas por descrigdes (e.g. se p € substituida por ‘o
sentido de “p™)

e.g. Ele me contradisse

# (dp, q). Ele disse p . Eu [disse] q . p contradiz q

mas (3p) . Ele disse p . Eu disse ~p

Ele disse algo sobre a

# (dp) Ele disse p . p € sobre a

mas (3¢). Ele disse pa

Ele disse uma tautologia

= Ele disse um “t”, um simbolo constituido de acordo com uma certa
lei (soma légica ndo de ‘(dp). Ele disse p . ¢p’ mas de ‘3t. Ele disse 1,
em que os valores de t [formam] uma série formal).
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Aqui podemos ver por que ele diz que estas coisas se mostram
(pa sobre a; p, ~p etc.). Tais propriedades como “sobre a”’ sdo cha-
madas de propriedades formais. Elas correspondem a variaveis, nao
a classes (¢pa [é uma] variavel proposicional). Isso vale também para
os termos de uma série ordenada por uma relacado formal ou interna.

e.g. aRb.—[aRb, ¢, Q' ¢]

Q' {(3&...) . aR¢ .ERb} = {(3¢, x) : aRE.ERx.xRb}

De modo geral [p, ¢, N’¢]

Distincdo essencial entre propriedades formais (variaveis) e pro-
priedades reais (fungdes ou classes).

Os valores de uma variavel devem ser determinados por uma pro-
priedade formal, ndo real (se real (x):px D px).

3. Terceiro caso: identidade

a=a

a # b necessario

Portanto, a identidade é uma relaco formal. E possivel que elas
sejam tautologias? Por exemplo, a definicdo de Russell x=y .=. ¢@!x =
@'y considera a = a como uma tautologia e a # b como ndo sendo uma
tautologia.

Portanto, elas sdo pseudoproposi¢des. Portanto, [0 sinal de] = deve
ser eliminavel e a identidade mostrada ao invés de dita.

Isto pode ser feito por meio da adocdo da convencgao de que dife-
rentes signos devam ter diferentes significados.

e.g. (3x,y):f(x,y) deve ser escrito [do seguinte modo:] (Ex,y).f(x,y) .v.
(3x).f(x,x).

(1x)(px) = a [deve ser escrito do seguinte modo:] pa . ~:(3IxX,y).eX.Qy

f(x)(@x) = (Ix).fXx.x : ~(3IX,y).0x.Qy

Portanto o sinal de identidade ndo € um constituinte essencial da
notacéo logica.

a=a,a=b.b=cDa=c, (Ix).x = asao vistos como sem sentido.

Objecdes. Por que se importar em distinguir indiscerniveis? Nume-
ro e identidade (relag&o biunivoca) (3x, y): ¢x =, oy (descricoes)

Confuséo é ndo a # b, que envolve distingao.

Dificuldades desta convencao:

(1) Seu escopo. (x).fx .v. (Ay).py

(2) (Ax,y): f(x,y)

X,y devem ser diferentes.

Isto é (Ix) : (Fy). f(x,y) i.e. em (y) : f(a,y)y # a.

Isto deve depender de a ocorrer no sentido de f(a,y); ou de “a” ocor-
rerem f(a,y).

Deve ser a ultima [opc¢ao]; qualquer coisa pode ocorrer no sentido

e.g. Ay : (x) fx,y.
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Se considerarmos a ultima, ndo o sentido, ficamos com uma confu-
sao terrivel sobre [0 uso de uma] definig¢ao.

Se definimos:

F(x) = fx,a Df.

(x).Fx # (x).fx,a !

(Realmente temos constantes formais).

Portanto, é extremamente dificil de se lidar com a convencéo.

Substitua-a pela seguinte; use ambas as ideias:

(a) dos Principia (x) : (3y) :

(b) de Wittgenstein, que pode ser denotada por um trago

(3-x,y): implica diferenga (apenas para 3 juntamente com variaveis)

(3 x,y) ndo [implica] diferenca

Deste modo, Wittgenstein fez algo além do que substituir = por algo
diferente?

Nao, mas isto é de todo modo um aperfeicoamento légico.

(3-x,y):f(x,y) € uma certa fungado de verdade dos valores de f(x,y)
i.e. a soma de todos os valores para fungdes de diferentes argumen-
tos.

(Ix,y):fx,y . x#y pretende ser fungédo de verdade dos valores f(x,y).
x#y. (0o que é x # y?)

A identidade é parte da combinacédo e da selecao de proposicdes
atdbmicas, nao das proposicoes atbmicas ou matriz.

E a teoria de Wittgenstein reconhece isto.

A filosofia também os torna internos ao sinal.

Wittgenstein sobre a légica e a matematica.

A logica consiste de tautologias. A matematica, de pseudoproposi-
coes.

Wittgenstein também separa proposigdes genuinas que envolvem
identidade de contrassensos, e.g., (Ix) . x =a.

(Coloque na segéo sobre Numeros Cardinais Finitos)

2(px) € 1= (Ty): px = x=y = (Ix).0x : ~(AX,y).PX.Qy.

#(px) En é o termo geral de uma série formal. (indugdo deve ser
uma série formal) outra acepgao malogra.

Efeitos destrutivos:

[Nao ha] Nenhuma classe definida por funcéo proposicional que é
composta de a, b (x =a v x = b & inadmissivel).

Portanto, pode ndo haver classes de 2 membros (2 = 1) (tudo em
triades similares)

Intensional

Uma teoria das classes e numeros simplesmente colapsa.
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Esta tudo certo com a teoria dos Principia e sua definicao da identi-
dade, mas todos os casos podem fornecer numeros errados.

Que tipo de teoria podemos ter ao invés disso?

Veja acima.

O que pode entdon >m

n = msignificar?

n<m

Nc'#(gx) =n é o enésimo termo em uma certa série supostamente
conhecida.

(NC'=né 2n. <n)

Tente paranz=m.

(¢): Ne'2(px) = n.D. Ne'#(9x) = m(p)

Isto sera uma tautologia se ‘'n = m’, mas se ‘n <m’ ela ainda pode
ser verdadeira.

Portanto, ‘'n 2 m’ e ‘n < m’ ndo sdo incompativeis.

Parece que ‘n 2 m’ ndo €, na verdade, a proposi¢ao ‘p’ acima, mas
[sim a proposi¢ao] “que ‘p’ é uma tautologia”.

E temos que distinguir ‘n < m’, que é equivalente a “p’ ndo € uma
tautologia”, de nao-p.

i.e. esta tentativa de tornar a matematica tautoldgica colapsa.

De modo similar a qualquer teoria parecida.

Portanto, [somos levados a] teoria de Wittgenstein segundo a qual,
embora a légica seja composta de tautologias, a matematica (e.g.
m>n) n&o é. (mas sendo necessaria, como n&o € uma tautologia, é
uma [proposi¢cao] demonstrada).

A utilidade da matematica e da Iégica formal (ndo da légica critica)

Nao [se trata de] proposicdes, mas de féormulas para reconhecer
inferéncias logicas quando estas sdo complicadas.

e.g. tautologias da forma pDOq

identidades que expressam a substituibilidade de duas expressdes
salvo sense non solum salva veritate.

A matematica €, ao menos parcialmente, da ultima forma.

Numeros: indices de operacdes.

(A ideia fundamental da matematica € o calculo representado aqui
pela operagao.)

(O comeco da légica pressupde o calculo e, portanto, o numero.)

(O numero € a ideia fundamental do calculo e deve ser introduzido
deste modo.)

Qm+n - Qm . Qn

Qm = (Qm)
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inclui N¢’ g¢#£=n

2+2 =4 é que ‘Q**?2 p’ e ‘Q* p’ sdo a mesma proposicao.

Isto ndo pode ser dito a menos que vocé a considere como sobre
marcas ou outras descricoes das proposicoes.

Claramente até mesmo a matematica elementar ndo consiste, em
sua totalidade, de identidades. Devemos também ter func¢des de ver-
dade delas; em algum sentido podemos definir proposicoées matema-
ticas.

x3—3x+2=0.:)E.x=2.v.x= 1.

Funcdes de verdade de identidades

Deste modo podemos esperar fornecer uma explicacdo da mate-
matica inferior (i.e., a teoria dos racionais).

Para os irracionais, precisamos da teoria dos agregados no sentido
nao técnico geral.

Wittgenstein n&o possui uma teoria da matematica superior, mas
eu tentei construir uma de acordo com suas linhas.

Considere, na sequéncia

matematica inferior

matematica superior

Matematica inferior

Férmulas e proposicdes verbais correspondentes

Foérmulas ndo dizem nada

Férmulas devem ser eliminaveis de proposigdes reais que aparen-
temente envolvem férmulas.

Este é o principio fundamental de coisas que ndo podem ser ditas.

Nc'gp2? = Ncypa? — 37

(3n, m) : Nc'gp2 =n, Nc'gp2=m. n2=m?- 3 (nfo funciona)

Eu defendo que n? = m?® — 3, sendo ineliminavel, ndo pode ser uma
férmula mas deve ser uma tautologia.

Ela é realmente?

(3-n, m): Nc'pt =n. Ncypt=m

mas € impossivel de lidar deste modo

Mas a matematica inferior pode ser feita como um caso da superior.

Teoria das classes deve ser extensional

(a similar a B,ainda que a, B tenham intensdes, R nao precisa ter)

A concepgao de Wittgenstein da identidade reforga minha ideia de
que uma classe nao precisa ser definida por uma fungao proposicio-
nal.

Se finita, por que nao infinita?

Este erro passaria despercebido, mas para o Axioma da Multiplicagao.

Teoria extensional das classes

? Tipos de fungdes de fungdes de individuos = classes de individuos
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a = 2(px)é F(e2).
@a . @b . ~IAxyz ex @y @z.
a C2(ex). 2(px)D a

Nao da certo a = D’'R.

O que sobra:

(1) Teoria intensional Func¢des de diferentes ordens, Ax. da Redu-
tibilidade

(2) Teoria extensional Classes de identidade, Ax. da Multiplicacéo

(3) Axioma do infinito

Axioma da redutibilidade ou [ficamos] sem cortes de Dedekind.

22 parte da teoria dos tipos

Lembre-se de que “elementar” € uma caracteristica ndo do tipo pro-
posicional mas da instancia ou de seu modo de expressao.

? palavra escrita

e.g. (x).pxopa...pz

ou gaga : (Ix).ex

Lembre-se também de que temos que falar de tipos proposicionais
dos quais pode nao haver nenhuma instéancia, e.g. (x).@x (n&o ha no-
mes para todos @a’s).

Apenas fazemos isso quando asserimos alguma fungao de verdade
dessas proposicoes. Podemos fazer isto sem ter um simbolismo para
cada argumento separadamente, ja que nao precisamos enumerar 0s
argumentos.

Assim como podemos né&o ter nenhum simbolo para uma proposi-
cao devido a nao ter nenhum nome, podemos fracassar devido ao fato
de néo ter, em geral, nenhum aparato simbdlico adequado.

No que diz respeito a qualquer conjunto de proposi¢coes elemen-
tares, seria possivel ter uma proposi¢cao que manifesta concordancia
com elas, mas discordancia com todas as outras. Embora possamos
nao ter um aparato para fazer isto, se ela nao € uma fungao de verda-
de simétrica.

Algumas vezes, porém, podemos ter fungdes de verdade de propo-
sicdes que ndo podemos expressar por falta de aparato (nomes).

Funcéo proposicional de individuos (nogao geral).

Um simbolo #(#£,¥.2...) que se torna uma proposi¢ao pela substi-
tuicdo de #£. %, 2. . por nomes.

Geralmente incompleto, algumas vezes nao.

Dois destes simbolos sdo instancias da mesma fungao, se os va-
lores para os mesmos conjuntos de argumentos s&o sempre as mes-
mas proposigoes.

@£ fornece uma proposicao (talvez sem instancias) para cada in-
dividuo, de onde (3x).px 7(x). ¢x (extensdo para diversas variaveis)

(Ix).ex,y funcéo de y (agrupa proposi¢des)
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Em breve fun¢des de fungdes.

vagueza da extensao (range) em

(Fop).f(r2).

(¢).-f(o).

Fungdes de fungdes: fungdes de nomes de individuos

extensdo de argumentos para @£ objetivamente fixados pela exten-
sao dos objetos.

extensdo de argumentos em f(¢%£) € uma extensdo de simbolos,
geralmente incompletos.

O que poderia ser fixado como extensédo de simbolos[?]

Dois métodos que eu chamo talvez inapropriadamente de subjetivo
e objetivo.

[O] subjetivo € mais natural e é aquele dos Principia, a extenséo é
definida pela maneira de construir os simbolos (melhor fungéo, nao
simbolo).

Dificuldade em falar de significados de simbolos incompletos.

Todas as fungdes # todos os simbolos (todos os objetos materiais
# todos os simbolos)

0 que dizemos sobre fungdes, porém, deve completa-las. Este re-
querimento é atendido se usarmos fungdes predicativas de fungdes.

Possibilidade de séries formais de simbolos de ordem crescente
dando proposi¢coes de order w.

Nos Principia Mathematica, apenas ordens finitas.

(podemos falar de todas as ordens finitas, mas ndo de todas as
ordens)

Totalidades ilegitimas

de tipoclasses, numeros

de ordemsignificado, sentido, contrassenso

Proposicdes sobre todas as proposi¢coes

todas as proposicoes sao verdadeiras ou falsas

ou = (p)p Vv ~p =Tilimitado

ou sobre simbolos quando limitado

Traducgao da identidade

Qualquer ¢_ particular definida de modo especial (pressupbe seus
valores) ou predicativa (pressuposta por seus valores).

Tudo que usamos ¢ a ideia geral de uma @_

(¢,): simboliza de uma nova maneira.

Identidade se torna tautologia ao invés de ser mostrada.

Assim também a ideia do infinito prova sua existéncia.

dn @’s pressupde para sua significacdo (ndo para sua verdade) dn.
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Wittgenstein sobre a filosofia

Ela resulta ndo em proposicoes filosdéficas, mas torna as proposi-
¢oes claras.

i.e., ao estabelecer uma notacdo que permite ver visivelmente a
relacéo légica entre elas (quando elas sdo sobre 0 mesmo objeto,
quando elas contradizem umas as outras).

Isto é alcangado pela analise de seu sentido.

Ele diz que em todo caso uma proposicao mostra as propriedades
formais de seu sentido, i.e., elas sao reproduzidas por propriedades
internas da proposigéo.

Mas n&o do sinal, i.e., as propriedades que o sinal deve ter para ser
aquela proposicao, mas nao ser aquele sinal.

2. 002-27-01 Loégica

/

n proposigdes atbmicas

2" possibilidades de verdade e falsidade

Na auséncia de um conhecimento exato, podemos querer dizer me-
ramente que aquilo que é o caso € uma [possibilidade] de um certo
subconjunto destas.

Fornece a notagao e a explicagao das fun¢des de verdade (diagrama)

Qualquer proposi¢céo que nao seja atdbmica expressa, deste modo,
concordancia e discordancia com possibilidades de verdade de pro-
posicdes atdbmicas.

[E] claramente o caso daquilo que Russell chama de proposicdo
elementar.

Proposicoes gerais, variaveis aparentes.

@£ é uma fungdo que agrupa um conjunto de proposi¢cdoes que sao
seus valores, no simbolismo empregado, quando x € substituido por
qualquer constante.

Fornecer a fungédo é um modo de determinar este conjunto de pro-
posicoes.

Podemos, entéo, asserir o produto l6gico ou a soma légica destas
proposicoes.

Estende as fungbes de verdade a um numero infinito de argumen-
tos, se ha um tal [numero de argumentos].

[E] essencial, ao desenvolver a matematica, aceitar o infinito no
inicio. Esta é a verdadeira chave.

Teorias finitistas

Método uniforme de gerar funcbes de verdade a partir de p|q =

~pP.-~q
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Ideia primitiva (---T)(p,g--)
(---T)(¢%)

Deste modo, todas as proposicdes sem excec¢ao sao funcgdes de
verdade de proposi¢des atdmicas (e emergem da aplicagdo sucessiva
de (--T)¢); a generalidade € meramente um novo modo de determinar
os argumentos diferente da enumeracgéo.

(Também [ha] um terceiro modo) Séries formais, e.g., aRb, Ix.aRx.
XRb e assim por diante

Tipos distintos de variaveis aparente correspondem a modos distin-
tos de agrupar argumentos de verdade.

Dentre as Eznfungées de verdade de n argumentos, [ha] dois casos
extremos:

- concordancia com todas possibilidades = tautologia

- concordancia com nenhuma possibilidade = contradicao

As proposigdes da logica sao tautologias neste sentido bem defini-
do e ndao meramente proposigdes completamente gerais.

Inferéncia logica.

p se segue de q, se suas condi¢gdes de verdade contém as de q

Entado pDq € uma tautologia.

Esta é a explicacao da implicacao estrita

p estritamente implica q = p>g € uma tautologia

p. pOq :D: q € uma tautologia

Portanto, p. pOq estritamente implica q.

Quando dois simbolos sdo a mesma proposicao? Quando eles pos-
suem o mesmo sentido

Type-token Sinal / simbolo

De modo mais geral, dois sinais sdo o mesmo simbolo, se a substi-
tuicdo de um pelo outro nao altera o sentido.

O sentido de uma proposi¢ao sao as possibilidades com as quais
ela concorda e com as quais ela discorda.

Portanto, muitas proposi¢des formadas de modo distinto possuem
0 mesmo sentido.

Em particular, uma tautologia ndo acrescenta nada ao sentido.

Portanto, dizemos que uma tautologia ndo diz nada (todas as tauto-
logias sdo a mesma proposi¢gédo), mas podemos ter um sentimento de
crencga voltado a ela.

(A inferéncia “p implica q” [pode ser feita] se o sentido de q esta
contido no de p.)

(Formas normais: soma de produtos, produtos de somas)

Até agora apenas classificamos sentidos. Temos ainda que tentar a
analise de “p” diz p quando ela nao € atémica, ja que isto esta envol-
vido em “A diz p” (oratio obliqua).

Considere o caso mais simples: “~aRb” (como antes, “a” € o signi-
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ficado de a etc.)

Que diferenca faz o ~?

Sera que ele funciona como ‘~’ é o significado de ~? Nao, pois ~~p
= p, mas entdo um seria sobre ~, o outro nao.

A Edicao 1 dos Principia é o estudo de ~, v, mas a Edicao Il, sendo
o estudo de | [barra de Sheffer], seria o estudo de algo distinto?

Este é seu Grundgedanke.

Como funciona o “~”? Pois podemos usar qualquer marca que qui-
sermos para a negacgao. Nao podemos introduzi-la explicitamente ou
nossa analise de “A cré que p” funcionaria apenas para uma notacao
e seriamos incapazes de lidar com a possibilidade de uma notagao
desconhecida.

A solugao engenhosa de Wittgenstein: em qualquer simbolo, deve-
mos considerar o aspecto significativo.

‘the’ e “THE’ sdo a mesma palavra

Portanto, o aspecto essencial € comum a ambas

~p, ~~~p S&0 a mesma proposicao

Portanto, o aspecto essencial € comum a ambas

i.e., [este aspecto] ndo é o ~, mas que a proposi¢ao seja uma do
conjunto ~p, ~~~p, ~(p v p), ~p.~p ad inf. construida de acordo com
uma certa regra.

Este é o0 aspecto essencial.

Agora, em qualquer outra notagcdo havera uma regra deste tipo,
e.g., uma que diz que xp, Xxxp... sdo construidas.

Esta estara em correspondéncia (projetiva) com a outra regra, no
sentido em que ha uma relagéo 1-1 formal (i.e., ndo apenas 2 a,'s)
entre os conjuntos de simbolos construidos de acordo com as duas

regras.
Nao ha uma tal relacéo entre simbolos para p e ~p
p-p ~p.~p
~~p ~~~p
mas? ~(p Vv p)

Aqui a anadlise de “Acré que aRb” é “Ha na mente de Anomes para a,
R, b, agrupados em um simbolo cujo aspecto significativo consiste em
ele ser construido de acordo com uma regra que é tal que os simbolos
construidos por ela correspondem formalmente a ~p, [~]~~p, etc.”

Esta ndo é uma solucdo completamente satisfatéria, mas talvez
possa ser o melhor que pode ser feito.

Nota[s]:

(a) aspecto significativo. Isto deve ser colocado em “construido de
acordo com”; ndo funcionaria sozinho, ja que ~~aRb seria construido
de acordo com uma tal regra (~~) para ~, mas deve ser esta regra que
aquele que pensa esta usando. Aspecto significativo deve ser explica-
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do psicologicamente.

(b) Regra e séries formais devem ser melhor explicadas. Uma pro-
posicao que contém uma regra variavel, i.e., uma série formal variavel
€ de tipo superior; i.e., uma funcdo de verdade de proposicoes ele-
mentares agrupadas de uma nova maneira.

Novamente o “nao”

Colocar [o sinal proposicional] de cabeca para baixo; reformular em
termos de operacodes.

Mesmo assim nao vai funcionar.

p|q ~p , P vV q notacdes

pva=(plp)l(ala)=~p|[~g=~~p.v.~~q

Possuem multiplicidades diferentes.

Alguma coisa deste tipo, porém, deve ser verdadeira. Na notagéo,
algo é arbitrario, mas nao tudo, devemos ter um grupo de operacdes
de um certo tipo ou uma certa espécie de tipo.

Além destas, temos proposi¢cdes atbmicas.

Outras proposic¢oes resultam a partir de proposicées atdmicas por
meio de operagdes; temos uma posigao definida no grupo. E € de sua
posi¢cao no grupo que depende a significatividade.

P, ~p nao em um par

se p € atdbmica, ~p ndo é atbmica

Alguma explicagédo deve comegar com o significado de palavras.
Portanto, o significado de proposi¢cdes depende destes.

Se a significatividade de ~ nédo é o resultado de uma relagdo com
um objeto externo, ela deve resultar de propriedades necessarias da
notagdo, nao de suas propriedades convencionais. A investigacao
destas [propriedades] é presumivelmente o objeto da teoria geral de
Sheffer da relatividade notacional, da qual eu gostaria de saber mais.

Esta [é] entdo a explicagao para ~, de modo similar para v etc.

Variaveis aparentes sdo um aparato mais complicado; o pouco a
dizer a respeito delas sera dito posteriormente.

Reflexoes sobre a Teoria

Todas as proposi¢des sao fungdes de verdade de proposicoes atd-
micas.

Definicao de funcao de verdade: P é dita ser uma certa funcao de
verdade de p, q, r, ... se seu valor de verdade é logicamente determi-
nado pelos de p, q, ... de uma certa maneira.

Pressuposicdes proposi¢des atdmicas

objetos simples
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Pressupor estas coisas €, como ele diz, pressupor o carater deter-
minado do sentido, [é pressupor] que a analise deve ter um fim. Se
nao [houvesse o] simples, nenhuma figuragao poderia ser feita que
nao pudesse ser um contrassenso.

Teoria da generalidade

(x).px = Qa.ob...

nao elementar elementar

(x).@x significa de uma nova maneira (novas regras envolvidas);
proposicao elementar / palavra falada.

Criticas:

1. @a nao pode ser parte de (x).¢x ja que eu posso nao ter ouvido
falar de a.

Resposta: (x).@x é util precisamente por que € mais facil julgar so-
bre aquilo de que ndo temos conhecimento direto.

N. B. “Sécrates € mortal” ndo é parte de “Todos os homens s&o mor-
tais”, i.e. ya nao [é parte] de (x).@xDwx, mas adya é.

Todos devemos concordar que, ao dizer “Todos os homens sao
mortais”, comprometemo-nos também com [a verdade de] “Se Sécra-
tes € homem, Sdcrates é mortal”.

2. | Il

(x).x ndo é @a.pb...pz, pois Il ndo fornece | sem [0 acréscimo de
que] a, b, ... z sdo todos.

Mas “a, b, ... z séo todos” é considerado como um contrassenso.

Negue-a: (Ix).x#a . x#b . x#z.

Veremos que isto € um contrassenso quando chegarmos a identi-
dade.

Esta teoria da generalidade esta vinculada:

1. a teoria da identidade

2. a teoria segundo a qual “a existe” € um contrassenso, i.e., nao
podemos perguntar ou considerar que coisas existem, mas apenas
que coisas existem de um certo tipo.

3. a teoria de que objetos existem necessariamente, e ndo podem
ser suprimidos, e poderiamos apenas mudar o mundo alterando os
fatos. Poderiamos ter ndo @a, mas ~¢pa, mas [ndo poderiamos] nao
ter absolutamente nenhum a.

Estas doutrinas sao articuladas e é dificil rejeitar uma sem [rejeitar
as] outras.
N.B. (1), (2) dizem que certos conjuntos de palavras [sdo um]
contrassenso
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(3) € mistico e, ainda que util, pode ser omitido.

O fato de que as coisas no mundo sao a, b ... z € um fato mistico.
Assim como ¢é o fato de que a existe. Nenhum deles pode ser asseri-
do, mas pode ser mostrado na linguagem pela existéncia do nome “a”
e pelo fato de (x).@x equivaler a @a....@z.

Esta é a primeira instancia do mistico a que devemos passar.

A proposito, Russell encontra uma dificuldade quando Wittgenstein
permite uma totalidade de valores de @£, mas chama a totalidade de
valores x de mistica.

(Wittgenstein n&o diz, apenas diz possivelmente “Todos os S s&o
P)

Este € um erro. Ele diz que o sentimento do mundo como uma tota-
lidade limitada é o mistico. Enfase no “limitada’.

(N. B. uma enumeracgéo € uma variavel, ndo uma classe para este
propésito; @x/x permitida enquanto variaveis, ndo enquanto classes)

i.e. falar sobre a totalidade de x como uma classe (hdo como uma
variavel), e.g. #(@x) ndo é permitido. Mas podemos usar a totalidade,
assim como nao podemos falar sobre a mas podemos usa-lo.

variavel — todos de uma certa forma

classe — todos de um certo tipo

A teoria da generalidade de Wittgenstein € um pouco paradoxal

Que outra teoria [é] possivel [?]

Teoria dos universais

(x).px assere a universalidade da ¢-dade (forma sujeito-predicado)

2 dificuldades:

1. Recupera constantes logicas

~(3Ix).~px = (X).px

Uma nega a existéncia da ndo ¢-dade, a outra assere a universali-
dade da ¢-dade

Portanto, séo diferentes, ja que tratam de coisas diferentes.

2. Qual é a conexao entre “p-dade € universal’ e “pa”

Na teoria de Wittgenstein uma é parte da outra, mas n&o nesta
[teorial.

Esta [teoria] envolve novas relagdes légicas — implicagao estrita

“@-dade é universal” implica “pa”

Como analisar isto[?]

Se proposicdes nao sao nomes

Diferenca de pDq (O nao € uma relagao) (forma fundamental, veja
acima).

(p implica q, na teoria de Wittgenstein, € uma pseudoproposigao.
Veja abaixo, mas esta explicagdo nao estara mais aberta [para esta
teoria)).
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3. Qual é a conexao entre

ob quando ¢ é uma abreviacio para aR

aRb pois uma trata de @, a outra de a, R

(Evidentemente elas sdo a mesma [proposi¢ao])

Impossivel de tratar defini¢gdes

(pb trata de @, ndo de a, R, portanto de (3x).@x = ¢ possui existéncia

1. 004-03-01 Esbogo sobre légica

Esbogo

Uma proposicao expressa concordancia e discordancia com possi-
bilidades de verdade de proposi¢des atdmicas. Proposicoes atdbmicas
asserem fatos atdmicos, i.e., a conexao de objetos. Objetos suposta-
mente pertencem a tipos, e possuem, no sentido de Wittgenstein, a
mesma forma (possibilidade de ocorréncia em fatos atdmicos). Temos,
na teoria, uma forma padrao para qualquer proposi¢cao, que mostra
com quais possibilidades de verdade a proposi¢ao concorda. A fim
expressar todas as proposicées na forma padrao, precisariamos de
nomes para tudo, os quais nao temos. Consequentemente, usamos a
l6gica (matematica). A légica consiste de:

(1) mecanismos para a expressao sistematica de proposi¢des usan-
do um minimo de nomes ou, de modo mais geral, simbolos constan-
tes.

(2) féormulas que facilitam a percepc¢éo de quando uma proposi¢ao
esta contida na outra, de modo a ser permitida a inferéncia de uma a
partir da outra.

Observagéao para (1). Nao podemos realmente inventar novos me-
canismos que nos possibilitam expressar proposicdées que nao po-
deriamos expressar na linguagem ordinaria, pois temos de pensar e
de explicar nossos mecanismos em termos da linguagem ordinaria.
Podemos apenas sistematizar, entender e aperfeigoar a légica da lin-
guagem ordinaria humana.

Observagao para (2). A natureza destas formulas ndo podem ser
determinadas a priori. O tipo mais familiar de férmula para o propo6-
sito em questdo é a forma tautoldgica “p(x,y,z,...) .D. W(x,y,z,...)", a
qual permite inferir ‘y(a,b,c,...) de ‘@(a,b,c,...)’. Nao ha razio, porém,
por que nao deva haver outras formas, e.g., a identidade “a=b", que
pode ser corretamente substituido por “b” em qualquer

[{Peet)

mostra que “a
proposicao.
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(1).

O primeiro mecanismo para expressar proposicoes € a aplicagao
de fungdes de verdade a proposicoes atdmicas. Uma proposicao ex-
pressa deste modo sera chamada de elementar. “Elementar” caracte-
riza, portanto, ndo a proposi¢ao (o sentido), mas o modo pela qual ela
€ expressa (sinal).

O segundo mecanismo € o uso da generalidade. (Ix).gpx € a soma
l6gica de todas as proposigdes @x para valores distintos de x; € essen-
cial que esta colecéo seja uma colegdo determinada de proposicdes.
Se @x é significativa quando x € um objeto, ndo ha dificuldades, pois
os valores de x sdo todos os objetos de um certo tipo.

Chamamos de fungao proposicional um simbolo ¢£ que representa
diferentes proposicdes para valores distintos de x. Ele é determinado
por meio da fixacdo de quais proposicdes ele representa para cada
valor de x.

A dificuldade ocorre quando falamos de “todas as fungdes”, como
em (3¢).f(¢£), a soma légica das proposicdes f(#£) para valores dis-
tintos de @£. Temos que determinar um conjunto determinado de fun-
¢cdes @*, Vamos considerar os diferentes tipos de funcoes.

Em primeiro lugar, ha fungdes atdmicas: em qualquer proposigao
atbmica em que a ocorre, substituimos a por x em uma ou mais (se
possivel) de suas ocorréncias na proposi¢cao atdbmica. Obtemos, en-
tdo, uma fungao atdbmica ¢#£, cujos valores sao proposi¢cdes atbmicas.

Em seguida, ha fung¢des predicativas; estas sdo fungdes de verda-
de de fungdes atdmicas e proposicoes atbmicas, tais como “p .v. ¢x:
fx”, em que “p” é uma proposicao atémica, e @£, f£ sdo funcdes atod-
micas. Aqui surge a primeira duvida concreta: estamos limitando-as
a tais fungdes de verdade de um numero finito de argumentos? Este
€ (com efeito) o procedimento adotado nos PM, e torna necessario o
Axioma da Redutibilidade, no qual ndo ha razdes para acreditar. Nao
vejo vantagem neste procedimento. Proponho incluir, como fungdes
elementares, fungdes de verdade de qualquer numero de argumen-
tos, finito ou infinito. Sera objetado que uma fungao de verdade com
um numero infinito de argumentos € um contrassenso; isto € incor-
reto, pois a ideia de uma fungao de verdade é a concordancia e dis-
cordancia com possibilidades que podem muito bem ser infinitas em
namero. E € claro que, na minha concepg¢ao, temos um agrupamento
determinado de funcdes predicativas, a saber, as expressdes de con-
cordancia e discordancia com qualquer conjunto de possibilidades de
verdade de proposic¢des e fungdes atbmicas.

Consequentemente,

(). @a D @b é uma proposi¢cao determinada; ¢£ toma, como valo-
res, todas as funcdes predicativas.
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E, além disso,

(p).22 D @b é uma fungéo proposicional de x, pois ela representa
uma proposig¢ao para cada valor de x e € uma funcéo predicativa de
¢x D @b para distintos valores de ¢x que sao, eles préprios, funcoes
de verdade de proposicoes e funcdes atbmicas. Portanto, ela € uma
funcao de verdade de proposi¢des e fungdes atbmicas.

Esta ideia de proposi¢des predicativas deve ser legitima, pois ela
fornece um conjunto determinado de fungdes.

Podemos nao ter simbolos para todos esses valores para ¢x, mas
tampouco temos simbolos para todos os valores de @+, pois nao te-
mos nomes para todos objetos.

Além disso, se adotarmos essa ideia, podemos nos livrar da neces-
sidade do Axioma da Redutibilidade, que diz que, para qualquer fun-
¢ao obtida por generalizagdo, ha uma fungéo equivalente predicativa
no sentido dos PM, o que pode muito bem ser falso e certamente nao
€ uma tautologia. Vemos que, no sentido em que adotamos, todas as
funcdes em questao sao funcdes predicativas.

¢x € uma proposicao predicativa se @a diz algo sobre a, ¢b diz algo
sobre b.

Em seguida, temos fungdes predicativas de funcdes (predicativas)
de objetos, que sao fungdes de verdade de proposi¢cdes atbmicas e
fungdes atdmicas de fungdes. Uma fungdo atdmica de uma funcao g
é da,

(funcbes de funcbes e assim por diante [sdo] extensionais; lidar
com as epistémicas)

Vemos que, por generalizagdo, nunca ganhamos nada além de fun-
¢oes predicativas.

Agora, temos que lidar com as contradigbes que parecem requerer
uma divisao de fungdes de objetos.

Elas ndo sao puramente logicas, mas todas fazem referéncia a
simbolizacgado, e.g., heterolégico. Elas sdo solucionadas pela distin-
c¢ao dos modos em que as funcdes simbolizam. Assim como falamos
de uma proposi¢cao elementar, i.e., de uma proposigao simbolizada
de modo elementar, podemos falar de uma fungao elementar, i.e., de
uma [fungao] simbolizada de modo elementar, i.e., de uma [func¢é&o]
cujos valores sao proposi¢des elementares.

Em “um adjetivo que é o que ele significa”’, devemos torna-la pre-
cisa; se nds tomamos como significando de modo elementar, a frase
toda ndo significa de modo elementar e ndo ha contradicéo. Similar-
mente para qualquer outra ordem.

Isso fornece tudo dos PM e remove o Axioma da Redutibilidade,
mas se trata ainda de uma base insuficiente, pois ela ndo fornece
todas as proposicoes que podemos expressar sem todos os nhomes,
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e.g., “ha um x distinto de a tal que ¢x”. Ha duas coisas tais que @x.

PM fornece uma definicdo equivocada da identidade. Evidentemen-
te, x = y ndo é uma fungao predicativa; assim, para dar conta dela
precisamos de um novo aparato.

A. Uma ideia é estender a no¢ao de uma fungao para além de fun-
¢oes predicativas.

Ou pela introdugao ad hoc de x = y como tautologias, ou pela intro-
ducgao de fungbes em geral, i.e., correlagbes entre objetos e proposi-
¢des nao necessariamente predicativa.

B. A outra [ideia] é adotar a ideia de Wittgenstein.

A.

Pode ser feita de duas maneiras, ad hoc ou geral.

Elas resultam no mesmo ja que, introduzindo x=y, chegamos, por
meio de fungbdes de verdade desta, a ideia mais geral possivel de
funcao proposicional, a saber, qualquer relagdo um-para-muitos entre
proposigdes e argumentos.

Pois podemos definir ¢x de tal modo a obter pa=p; ¢b=q ...

Portanto, ¢x :=: x=a.p .v. x=b.q .v. ...

[A maneira] mais simples é tomar esta ideia de funcdes proposicio-
nais generalizadas como indefinivel e definir (agora de maneira legiti-
ma) X =y =1 (@) §X = ¢y.

Isto justifica tudo dos PM, teoria das classes, etc.

Esta ideia é correta?

Podemos argumentar que fungdes proposicionais ndo tem a am-
plitude necessaria, pois “algo distinto de X, y satisfaz ¢2” parece uma
funcado proposicional, mas pode-se facilmente mostrar que ela néo &
predicativa. (Se ela fosse predicativa, poderiamos mostrar a identida-
de de indiscerniveis).

i.e., (a):(3p). px=. x = a.

Prova: seja fa, caso contrario tome ~fa.

Considere a = £(f%)

Seja a (a)=p.

Entdo ¢x = “Nao ha nada que satisfaz f£ exceto x e os membros
de B”.

A nogao generalizada escapa de contradigdes assim como a es-
pecifica, pois um simbolo que usa “todas as fungdes generalizadas”
simboliza de um modo distinto.

Embora ela nao forneca a ideia correta para “todas as proprieda-
des”, ela o faz para “todas as classes”, entdo parece que € preciso de
ambas na légica.

Podemos aplicar qualquer arranjo de [fun¢bes] generalizadas e es-
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pecificas para tipos distintos. e.g. ¢x a ser generalizada, f(@%) pre-
dicativa.

Criticas [que podem ser feita sdo i)] que se considera como primiti-
va a ideia bastante complicada de uma relagdo um-para-muitos entre
proposic¢des e objetos e [ii)] que ela arrasta todas estas relagdes para
o interior da analise da simples proposigao (x): @x D x=a.

Note que x=y é entdo uma tautologia se “x” e “y” possuem o mes-
mo significado, caso contrario [ela €] uma contradi¢do. Ela deve ser
uma proposig¢ao determinada, i.e. funcéo de verdade de proposicdes
atdbmicas e ela é claramente ou tautoldgica ou contraditoria. Se a intro-
duzimos pela maneira especifica, devemos dar esta explicagao dela.

Isto torna clara a diferenca em relagéo a Frege. Para ele, “p” signi-
fica verdade ou falsidade; para nds, um estado de coisas possivel e
nossa técnica de definicdo, por conseguinte, varia.

Mas, assim como a sua, esta concepcao pode ser acusada de con-
fundir argumento de uma fungdo com um indice de um nome.

Pois, digamos, se “@ Socrates” = Platao é sabio

“¢@ Cicero” = Demodstenes € um orador

nao precisamos entender “@” para entender “¢p Sécrates”; na verda-
de, ocorre precisamente o contrario. (Esta também é a concepgéao de
Russell nos PM).

(¢#£ ndo é provavelmente um constituinte de @a. Portanto, n&o
chamamos tais funcdes de predicativas. E claro que fungdes de fun-
¢des generalizadas néo precisam ser extensionais)

Mas ha casos limites, e.g. ®(x,y) = (z):fz .D. z=x v z=y ou mesmo x=y.

Funcdes como o caso acima de “¢p Sécrates” ocorrem apenas como
instancias de todas as fungdes [generalizadas].

Este desenvolvimento da nocéo de funcéo € como seu desenvolvi-
mento na matematica: de uma fungédo dada por uma férmula algébrica
para uma prescrita de alguma maneira de modo que y = fx meramente
expressa uma definicdo, [ndao manifestando] nem mesmo aparente-
mente nenhuma conexao entre x e y.

Aqui, novamente, ha casos limites como (-1)".

Em A. a matematica consiste claramente de tautologias.

B.

A convencgao de Wittgenstein € ambigua.

(1) convengao real (a) significado
(b) letra (i.e., sobre a identidade)
(a) impossivel para o calculo simbdlico
(b) terrivel para defini¢gdes, fornece fungdes néo predicativas
fx=@3y):fy Tx Ta.
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do tipo que, como provamos, torna isto tudo desnecessario (se es-
tendidas a fungdes de verdade infinitas)

(2) Novas ideias primitivas ou, melhor, mecanismos além da gene-
ralidade ordinaria

(@, y)  oxy = (Ix) : (Ay) y#X X,y

realmente [0 que ocorre] € a substituicdo da identidade pela ideia
de numero. Nao fornece nenhuma fung¢ao nao predicativa.

Regras de traducao a serem estabelecidas.

? Tentativa de se estabelecer a convencado com identidade apenas
entre variaveis.

(2) fornece todas as proposi¢des exceto:

(a) Aquelas que envolvem relacdes de ancestralidade “bR*a”

(B) Aquelas que envolvem a variavel numero “O numero de @s &
par”

(y) Aquelas que envolvem a variavel classe ou relagao (incluindo

nuameros transfinitos), e.g. “@, Y possuem o mesmo cardinal’.

A construgao ordinaria da matematica inclui (a), (B) em (y); mas tal-
vez elas sejam mais faceis de lidar sozinhas. Se isto for provado ser
0 caso, poderiamos ter uma matematica elementar ou uma algebra
baseada no principio da inducdo matematica independentemente da
matematica superior ou analise baseada na teoria das classes e em
cortes de Dedekind.

Para dar conta de (a), (B) (nenhuma das duas € redutivel a outra),
devemos ter a ideia de séries formais e a de operacao.

Nao é preciso discutir a questao bastante dificil do escopo da nocéo
de operacao.

[série a, €, Q' ] e.g. como em ~p, ~~p, operagdes distintas, = como
sinal de substituibilidade / limitacdo da aplicabilidade.

Pois nds precisamos apenas de duas operacodes particulares:

() Q' {(Ix). BRb}=(3a, &) : BRE . ERDb

B) Q{(Fa, x) B. ox} =(da, X, y) : B. Px . Py

Numeros séo indices de operacoes.

Podemos definir a adicdo, a multiplicagdo e a exponenciagao facil-
mente

Qmneg= Q™M Q"¢ oum+n = (¥’)"m

Qm g =(Qm)" ¢

oumxn=(+m)". 0

em"=(xm)". 1.

Cf. as defini¢cdes indutivas de Peano.

Agora sera preciso ver se temos aqui um aparato suficiente para
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expressar todas as proposi¢coes que podemos expressar na lingua-
gem ordinaria com o auxilio da matematica elementar.

A proposigao geral sobre o numero de coisas que satisfazem uma
funcao predicativa é que este numero é um de uma certa classe de
numeros; [a proposigao geral] sobre o numero para duas fungoes [€]
que estdo em par em uma certa relacdo em extensdo de numeros.
Nem todas as 2%, classes e relagbes precisam ser, € claro, considera-
das, mas apenas aquelas que podem ser definidas elementariamente.
Algumas delas podem ser facilmente expressas.

e.g.

N’ € impar = ~:(3n) . N'g = 2n.

N'¢ é primo = ~:(3m)(3n) . N = mn.

N'e 2Ny = (Im):(dn) . Ny =n.N¢ =n+m.

Mas uma dificuldade surge assim que chegamos a uma equacgao.

e.g. Ne?-3Np+2=0

Isto pode ser expresso (em virtude de nosso conhecimento mate-
matico) como N'¢ =2 .v. No = 1

eNo+Ny=3comoNe=0.Ny=3.v. Np=1.Ny=2.v

mas N'¢ + 3 = (N'p)? claramente requer alguma ideia nova.

Gostariamos de escrevé-la assim: (An): Ny =n? . N'¢ =n*-3

mas isto envolve uma definicdo de “-”, a qual nao é facil fornecer.
Obviamente ela deve ser definida por referéncia a adigao; mas como?

m - n € o0 numero que adicionado a n fornece m, i.e., m — n = (Ix)
(x+n =m)

mas x+n = m nao € uma funcao predicativa, pois seus valores nio
sao proposicoes reais, mas proposicoes matematicas.

Todavia parece que nao podemos expressar estas proposi¢des or-
dinarias a néo ser introduzindo nelas proposigcdes matematicas cuja
natureza € ainda misteriosa.

e.g. O numero de @’s € 3 a menos que o quadrado do numero de
Ps=(3n,m):nt3=m?>.No=n.Ny=m.

Devemos agora discutir a natureza das proposi¢gdes matematicas.

Temos que considerar, agora, 0 que acontece com a matematica
nesta concepg¢ao dos numeros. Considere, por exemplo, uma identi-
dade da forma m = n + p. Nao fornecemos ainda nenhuma explicagao
desta [identidade], pois ela ndo € uma proposi¢ao. Se, para m, n ou
p, substituimos Nc’ £¢x devemos ter uma proposi¢éo da qual é facil
fornecer uma explicacao de acordo com o que foi dito acima.

Mas m = n+p nao faz referéncia a fatos atémicos, ela é corre-
ta ou errada a priori e, portanto, ndo pode ser uma proposi¢ao real.
Uma maneira obvia de tentar solucionar a dificuldade é torna-la uma
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tautologia ou uma contradicao, ja que estas sao corretas e erradas a
priori, e liga-las a proposigdes tais como Nc't¢x= n, as quais nos ja
discutimos. O modo mais simples é torna-la

Nc'£gx=m 2, Nc'£@x= n+p. (1)

O problema, porém, é que, se [a identidade] m = n + p [valesse],
(1) seria uma tautologia, [mas], no caso oposto, (1) ndo seria uma
contradigdo, mas uma proposi¢ao significativa. Pois, ndo importam
quais sejam n e p, ela é verdadeira se ~3¢ . Nc'#¢x=m, o que pode
(até onde sabemos em matematica) ser o caso, e ela certamente néo
€ autocontraditoria.

Entdo deveriamos dizer que 2+2=4 é uma tautologia, mas 2+2=5
uma proposigao significativa cuja verdade nao pode ser determinada
a priori!

Claramente nos equivocamos a respeito do nivel de m = n+q, que
€ equivalente a “que (1) € uma tautologia” ao invés de ser ela prépria
(1).

Entado, temos que refazer nossos passos e considerar de novo a
natureza e o propodsito da matematica.

Seu propdsito é facilitar inferéncias por meio da construgcao de fér-
mulas que mostram se [uma] inferéncia é permitida.

Consequentemente, a partir de m = n+p nés vemos que podemos
inferir de Nc'#@x1px =n, Nc'f@px.~px = pque Nc'tpx = m,

Ordinariamente utilizamos, para este propdsito, a tautologia

(@, @) : Nc'#pxpx =n Ne'gpx ~px =p D. Nc'tpx = m,

Mas acabamos de ver que ela ndo € um equivalente adequado para
p+n = m ja que, entdo, m+n = p, m+n = p+1 seriam logicamente com-
pativeis; se uma fosse uma tautologia a outra ndo seria uma contra-
dicao.

Concluimos, entdo, que m = n+p € uma férmula que ndo é uma
tautologia, mas facilita a inferéncia de outro modo. E podemos es-
tender razoavelmente esta conclusao para todas as “proposi¢coes” da
matematica elementar das quais m = n+p pode ser tomada como em-
blematica. Devemos agora tentar determinar a natureza destas “pro-
posicdes”.

Devemos apenas observar o fato notavel de que, assim como pro-
posicdes ordinarias sdo verdadeiras ou falsas, “proposi¢cdes” mate-
maticas séo “corretas” ou “erradas” (reserve V, F para proposi¢des
reais) e podem estar sujeitas a operagdes de todo modo analogas a
operagodes de verdade; e.g. podemos aplicar “ou isto ou aquilo” a pro-
posicdes matematicas.

Iremos chamar, daqui pra frente, as “proposicdes” matematicas e
outras “proposi¢des” deste tipo de formulas, e fungdes cujos valores
sao férmulas serdo chamadas de fung¢des formais, em oposigao a fun-
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¢bes proposicionais cujos valores sao proposigoes.

Aqui, “funcao proposicional” € mais abrangente que “fungao predi-
cativa” ja que fungdes predicativas tomam, como argumentos, apenas
objetos ou outras fungdes predicativas, mas aqui queremos conside-
rar fungdes de qualquer coisa, e.g. de numeros. Qualquer que seja a
expressao, ela pode se tornar um argumento de uma fungéo propo-
sicional, ja que ela pode ocorrer em uma proposic¢ao real; e.g. “Ha n
ovelhas neste campo, e n € um numero primo = fungao (fungao propo-
sicional / fungao formal).

(Todas as fungdes da fisica sao proposicionais, ndo formais, e.g. “o
valordeg utx=.")

Claramente ambas as funcdes — formais e proposicionais — definem
classes.

Fungdes formais como formulas séo sujeitas a fungdes de verdade
(formais); dai se segue que qualquer classe é definida por uma fungéo
formal. A formula x = a € uma fungao formal, e qualquer classe pode
ser definida por uma funcio da forma x=a .v. x=b .v. ...

Mas, é claro, nem toda classe precisa ser definida por uma funcao
real.

Além disso, quaisquer duas funcdes formais que definem a mesma
classe sao idénticas, no sentido em que uma pode ser substituida
pela outra em qualquer proposig¢ao sem alterar o sentido (ndo apenas
a verdade) da proposigao. Portanto temos um correspondéncia com-
pleta entre fungdes formais e classes.

Talvez isto conduziu os matematicos, que lidam com funcdes for-
mais e nao proposicionais, a adotar uma concepc¢ao extensional da
l6gica.

Encontramo-nos, acima, em uma situacao de incapacidade a fim de
expressar a simples proposicdo N'¢ = N'p’? - 3 exceto como dm 3n .
Ne=n.Ny=m.n=m?-3, ie., sem introduzir a fungéo formal n =
m? — 3.

De modo que nao podemos prosseguir sem uma discussao geral
de funcdes formais e de suas ocorréncias em proposicdes, ou, por-
tanto, de classes e suas ocorréncias em proposigdes. Isto € o mesmo
que dizer que nao podemos lidar, como esperavamos, com (a), (B)
acima sem abordar a questéo geral (y).

Temos, portanto, que encontrar uma teoria das classes ou logica
extensional, e podemos repetir que tal teoria é exigida ja que, de outro
modo (se rejeitarmos o mecanismo das fungdes proposicionais gene-
ralizadas), ndo podemos expressar proposigdes tais como “@#£tem o
mesmo cardinal que y¥£”

Um ponto importante € que, como ha proposi¢cées que nao podem
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ser expressas sem férmulas, a teoria das férmulas ndo pode ser me-
ramente Hilbertiana.
(? define a aplicagéo de fung¢des de verdade a formulas; “p|q” esta

correto definindo-a como ou “p” ou “q” € errada; problema com varia-
veis ja que fornece totalidades subjetivas de simbolos).

2. 006-01-01 Os fundamentos da matematica
Os fundamentos da matematica

O objeto deste artigo € uma nova discussao dos problemas tra-
tados nos capitulos segundo e terceiro da introdugéo dos Principia
Mathematica. Sugere-se que 0s Obvios defeitos desta obra podem ser
removidos levando-se em conta as novas teorias l6gicas de Ludwig
Wittgenstein.

(1). Introdugéao

A primeira tarefa na discussdo dos fundamentos da matematica
(pura) é tornar precisa a distingdo entre matematica e as outras cién-
cias, tarefa que é surpreendentemente negligenciada nos Principia
Mathematica. Devemos naturalmente esperar que a distingao seja de
assunto; por exemplo, costuma-se dizer que a matematica é a ciéncia
do numero e da quantidade. Mas, em vista das extensbes modernas
da matematica (e.g. a teoria dos agregados), tal distingdo ndo pode
mais ser sustentada, sendo geralmente substituida pela concepgéao
anunciada explicitamente por Russell nos Principles of Mathematics.
“A matematica pura é a classe de proposi¢des da forma ‘p implica q’,
em que p e g sao proposicdes que contém uma ou mais variaveis,
as mesmas nas duas proposi¢des, e nem p nem g contém nenhuma
constante a ndo ser constantes légicas”. Outro modo de delimitar este
conjunto de proposigdes € dizer que elas sao as proposigdes comple-
tamente gerais, nas quais nada é mencionado pelo nome.

E certo, porém, que esta concepcao é equivocada e que nem todas
as proposicoes deste tipo pertencem a matematica. Considere, por
exemplo, “Duas coisas quaisquer diferem em ao menos trinta manei-
ras”. Ela é absolutamente geral, e pode ser expressa como uma im-
plicagcdo inteiramente em termos de constantes légicas, e pode muito
bem ser verdadeira. Provavelmente, porém, ela ndo poderia ser con-
siderada como uma verdade matematica como “2+2=4"; aquela é um
mero fato ou acidente, este é uma necessidade formal. E possivel que
prefiramos dizer que “quaisquer duas coisas diferem em 30 maneiras”
€ uma generalizagao notavel, mas “quaisquer duas coisas fazem com
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quaisquer duas outras coisas quatro coisas” € uma mera tautologia;
mas o fato de haver uma diferenca essencial entre ambas as pro-
posicoes € inegavel. E uma vez que tenhamos visto esta diferenca,
devemos admitir que a matematica se ocupa nédo com generalizagoes
acidentais, mas apenas com generalizagbes necessarias, e que nos-
so primeiro problema € analisar esta caracteristica essencial de nossa
ciéncia, qual seja, que suas proposi¢gdes nao expressam questdes de
fato, mas necessidades ou tautologias. (Cf. Russell, Introduction to
Mathematical Philosophy).

Esta andlise foi conduzida pelo Sr. Witgenstein e talvez seja util
fornecer um esboco de seu trabalho.

(Apéndice) Devemos comegar com sua teoria das proposi¢coes em
geral, isto é, com a analise légica do juizo, a mesma para a qual o
Sr. Russell forneceu, em ocasides distintas, varias explicagdes diver-
gentes. Podemos relembrar, primeiramente, sua teoria nos Principles
of Mathematics, de acordo com a qual a mente, em um juizo, en-
contra-se relacionada com um objeto nao-mental independente, cha-
mado de proposi¢cédo. Nos Principia Mathematica, esta concepgéao foi
abandonada e foi defendida a concepg¢do segundo a qual um juizo
nNao possui um unico objeto, mas muitos com os quais a mente esta

(el

multiplamente relacionada; uma proposicao “p” é, entdo, um simbolo
incompleto que ndo sobrevive a analise de “A cré que p”, no qual “p”
nao ocorre como uma entidade genuina, mas apenas seus constituin-
tes. Esta explicagao, por sua vez, foi abandonada no livro “Analysis of
Mind” do Sr. Russell em beneficio de uma explicacdo muito similar a
de Wittgenstein.

Wittgenstein usa a palavra “proposi¢éo” nédo como ela € usada nos
Principles of Mathematics para designar uma unidade nao-mental,
mas quase como um equivalente de “sentenca”. A diferengca entre
uma sentenca e uma proposi¢ao € que, enquanto o termo “sentenca”
naturalmente indica um objeto, Wittgenstein usa o termo “proposi¢ao”
para indicar um fato. Esta distingdo entre objetos e fatos é de extre-
ma importancia; um fato € qualquer coisa que poderia ser expressa
por uma frase que comecga com “O fato que — ” ou asserido em uma
proposicao verdadeira; por exemplo, “Sécrates € sabio”. Contudo, um
objeto como Sécrates* ndo pode ser asserido, mas apenas nomeado.
Por outro lado, um fato ndo pode ser nomeado, mas apenas asserido;
e em qualquer proposi¢cao sobre um fato, o simbolo para o fato € um
simbolo incompleto e ndo o proprio fato, mas apenas seus consti-
tuintes sao constituintes da proposi¢ao. Isso porque uma proposicao
sobre “o fato que S é P” deve ter um sentido determinado indepen-

4 N. B. “Socrates” €, na verdade, um simbolo incompleto e ndo o nome de um objeto,
mas este ponto deve ser desconsiderado para se entender o exemplo.
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dentemente de S ser ou ndo ser, de fato, P, e, considerando o caso
em que S nao é P, [i.e.] quando ndo ha o fato de que S é P, podemos
ver que este fato ndo pode ser um constituinte genuino da proposigao.

Consequentemente, enquanto uma sentenca € uma lista de pala-
vras do mesmo tipo légico que as palavras das quais ela é composta,
a proposicao é um fato, o fato de que as palavras estdo combinadas
ou articuladas de um certo modo. A proposicao tem um sentido, ela diz
que algo é o caso; e o sentido da proposigao resulta do significado in-
dependente das palavras nela contidas. Isto pode ser visto a partir do
fato de que podemos entender uma nova proposicdo se entendemos
as palavras que sao nela usadas. Duas proposicdes contraditorias
estao correlacionadas com o mesmo fato, uma representando-o ver-
dadeiramente, a outra falsamente, e possuem sentidos opostos, dos
quais apenas um pode concordar com o fato.

Wittgenstein considera a proposigao verbal como emblematica do
pensamento em geral. Em todo juizo temos palavras, imagens ou ou-
tros elementos mentais que estdo agrupados; estes elementos signifi-
cam, separadamente, os objetos do juizo; e o fato de que os elemen-
tos mentais estdo agrupados de uma certa maneira significa que os
objetos estdo agrupados de uma certa maneira. Sua analise logica de
“A cré que p” € “Ha na mente de A uma proposi¢ao ‘p’ cujo sentido é
p” ou, analisando ainda mais “Ha, na mente de A, conectados de uma
certa maneira, nomes dos constituintes de p”.

Devemos agora fazer uma pausa para tocar em uma questdo de
nomenclatura; iremos introduzir duas palavras em referéncia a obra
de C. S. Peirce. Ele chama uma palavra, no sentido em que ha uma
duzia de palavras ‘que’ em uma pagina, de token; e estes doze tokens
sdo todos instancias de um type, a palavra “que”. Além de “palavra”,
ha muitas outras palavras que possuem essa ambiguidade de type-
-token; assim uma sensag¢ao, um pensamento, uma emog¢ao ou uma
ideia pode ser ou um type ou um token. E, de acordo com o uso de
Wittgenstein, e em contraste, p. ex., com o Sr. Russell nos “Principles
of Mathematics”, “proposi¢cao” também tem uma ambiguidade type-to-
ken.

Um sinal proposicional € o mesmo que uma sentenca exceto pelo
fato de que ele nédo é um objeto mas um fato (cf. acima). Portanto,
assim como “sentenga”, “sinal proposicional” tem uma ambiguidade
type-token; os tokens sdo agrupados em types por similaridade fisica
(e por convengdes que associam certos sons a certas formas), assim
como ha instancias de uma palavra. Uma proposicdo, porém, € um
type cujas instancias sédo todos os tokens de sinais proposicionais que
possuem em comum nao uma certa aparéncia, mas um certo sentido.
Para qualquer sentido existe a proposigao (type) que tem aquele sen-
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tido, mesmo se nao existe nenhum foken deste type.

(Ch I) Para entender a explicagdo altamente original e importante
do sentido de proposi¢des de Wittgenstein, temos de introduzir a no-
¢ao de fato atémico. Tal fato consiste na conexao de objetos simples;
por exemplo, o fato de que um individuo simples possui uma quali-
dade simples seria um fato atémico. Se, por outro lado, o individuo
nao tivesse a qualidade, isto seria o que podemos chamar de um fato
negativo simples, o que é equivalente a nao existéncia de um fato
atébmico.

Um fato atébmico pode ser asserido por aquilo que chamaremos de
uma proposi¢cdo atémica (a “proposicao elementar” de Wittgenstein).
Ela poderia ser composta de nomes em conexao imediata, tendo cada
constituinte do fato atdbmico um nome distinto. Assim, ao escrever
“‘aRb”, asserimos que a mantém a reagao R com b, em que “a”’ e “b”
sao os nomes de a e b e “R” ou, mais precisamente, a relacdo que
estabelecemos entre “a” e “b” escrevendo “aRb” significa R.

A proposigao é chamada, no caso em que ha um nome distinto para
cada objeto, de completamente analisada. Caso contrario, podemos
e.g. ter apenas um sinal que significa “manter R com b”. Este sinal en-
tao “significa” de uma maneira mais complicada em virtude de manter
relagdes tanto com “R” quanto com “b”; mas, como antes, o sentido da
proposicao resulta do significa de suas partes.

(Ch 1) Para n proposicdes atdmicas, ha 2" possibilidades de verda-
de e falsidade, as quais sao chamadas de possibilidades de verdade
de proposicdoes atbmicas; de modo similar, ha 2" possibilidades de
existéncia e nao existéncia dos fatos atdbmicos correspondentes.

Wittgenstein diz que qualquer proposicao expressa concordancia
ou discordancia com certos conjuntos de possibilidades de verdade
de proposicdes atdbmicas, e o sentido da proposigao é sua concordan-
cia e discordancia com as possibilidades correspondentes de existén-
cia e ndo existéncia de fatos atdbmicos.

Isto € ilustrado pelo seguinte simbolismo para fungdes de verdade.
V representa o verdadeiro, F o falso e escrevemos as 4 possibilidades
para 2 proposicoes atbmicas assim:

P
\Y
\Y
F
F

<< 2

Agora, colocando V diante de uma possibilidade para manifestar
concordancia e deixando uma possibilidade em branco para manifes-
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tar discordancia, podemos expressar, por exemplo, p D q assim:

P q
\Y4 \Y4 \Y
\Y F
F \ \Y
3 3 \4

Ou, se adotarmos uma ordem convencional para as possibilidades,
(V-VV)(p,q). Obviamente esta notagdo nao requer que p € q sejam
proposi¢cdes atdbmicas.

Vemos, portanto, que muitos sinais proposicionais construidos de
maneiras distintas sdo fokens da — ou “expressam” a — mesma propo-
sicdo, pois ao expressarem concordancia e discordancia com os mes-
mos conjuntos de possibilidades de verdade eles possuem 0 mesmo
sentido. Portanto, “p”, “~:~p .v. ~p” “qDp:~qDOp” sé&o todos a mesma
proposicao: (VV- -)(p,q), na notagao acima.

(?) E interessante observar que temos aqui a explicacdo funda-
mental das analogias entre o calculo de proposicdes e o de classes,
pois, se chamarmos as possibilidades de verdade com as quais uma
proposi¢ao concorda de seus fundamentos de verdade, temos que a
classe dos fundamentos de verdade de “p v q” é a classe soma dos
fundamentos de verdade de p e q. A classe dos fundamentos de ver-
dade de “p.q” é a classe produto daqueles de p e q. Os fundamentos
de verdade de ~p sdo o conjunto complementar daqueles de p. Quan-

(1Pt} [{P S R TIg )

do os fundamentos de verdade de “p” estdo contidos nos de “qQ”, “p
implica logicamente “q”.

Isto explica as correspondéncias entre os dois sentidos, na logica,
de “produto”, “soma” e entre inclusdo e implicacéo l6gica e entre a
negacao de uma proposicao e o complementar de uma classe.

(Capitulo 1) Um ponto extremamente importante é que esta explica-
¢ao do sentido de proposi¢cdes também se aplica aquelas que contém
variaveis aparentes. Vamos expressar por “(----V)(§)”, em que & € um
conjunto de proposicdes, a discordancia com todas as possibilidades
exceto aquela em que todas as proposicoes ¢ sao falsas. Deste modo,
nem sempre precisamos enumerar as proposicoes ¢ se tivermos ou-
tro modo de indicar uma determinada colegdo. Podemos fazer isto
fornecendo uma fungéo “f#£” e determinando que ¢ seja o conjunto de
seus valores. Entéao “(----V)(€)” & “~:(3x).fx". De modo similar, “(x).fx” &
o produto légico de “fa”, “fb” etc.

Esta concepcéo é rejeitada nos Principia Mathematica por razdes
que dependem principalmente de confundi-la com uma teoria distinta

e indubitavelmente falsa. Esta confusao surge por meio da considera-
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¢ao nao da proposigao geral “(x).fx”, mas da forma particular “(x)@(x)
D y(x)’, ilustrada por “todos os homens s&o mortais”. E suficientemen-
te ébvio que esta proposi¢cao nao é o produto légico da proposigao “x
€ mortal” para tais valores de x que sdo homens; mas esta ndo € uma
razao para asserir que nao se trata absolutamente de um produto ou,
em particular (como Wittgenstein defende), o produto das proposicoes
“x € um homem implica que x € mortal” para todos os valores de x.

(Apéndice) Por exemplo, diz-se que o fato de que Sdocrates € mor-
tal ndo pode ser parte do que é asserido em “todos os homens sao
mortais”, pois esta ultima proposi¢do pode ser asserida por alguém
que nunca ouviu falar de Sécrates. Porém, o que é asserido sobre
Socrates em “todos os homens sdo mortais” € meramente o fato de
que, se ele € um homem, entao ele é mortal, e ndo é claro que ele €,
categoricamente, um mortal, j& que o falante pode néo saber se So6-
crates € um homem. O fato de que o falante pode nao ter ouvido falar
de Sécrates ndo € uma objecao a nossa teoria, mas, pelo contrario,
mostra a utilidade essencial da ideia de generalidade, que é o fato de
nos permitir fazer assergdes sobre coisas das quais nds nao ouvimos
falar ou, mais precisamente, das quais nao temos nomes.

Devemos, porém, observar uma séria implicacdo de nossa concep-
¢ao da generalidade: suponha que tivéssemos nomes para tudo “a”,
“b”, “Z”, etc. Entéo, ao dizer “(x).fx” estamos meramente dizendo “fa.
fb...fz”; mas pode-se questionar que certamente “(x).fx” € mais que
isso, pois se sabemos que “fa.fb...fz”, ainda ndo sabemos que “(x).fx”,
pois precisamos saber também que a, b, ... z sdo todas as coisas®.
Para esta objecao, a resposta € que “a, b, ... z sdo todas as coisas”
nao é uma proposi¢cao ou um possivel objeto de conhecimento, mas
meramente um contrassenso. Esta concepgao é realmente implicada
pela assercdo do Sr. Russell de que “a existe” € um contrassenso
quando “a@” nao é uma descrigdo, mas um nome.

Isto resulta da doutrina fundamental da filosofia do Sr. Wittgenstein,
a qual referéncia deve ser feita a sua propria obra. De modo breve,
podemos explicar que “que a, b, ... z sejam todas as coisas” ndo é um
fato empirico que deve ser adicionado a “fa ... fz” para compor “(x).fx”,
mas uma condi¢ao transcendental para que “fa ... fz” deva realmente
ser “(x).fx”, [uma condigao] que “se mostra ela propria” na equivalén-
cia efetiva destes dois simbolos.

Temos, entdo, a doutrina geral, incluindo o caso das variaveis apa-
rentes, de que o sentido de uma proposi¢ao € sua concordancia e
discordancia com possibilidades de verdade de fatos atémicos. E cla-
ro, porém, que esta ndo € uma explicagao completa do assunto; ela

5 Este ponto é levantado nas Lectures on the Philosophy of Logical Atomism de Russell.
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fornece uma ideia geral dos sentidos possiveis que uma proposi¢cao
pode ter, mas ela ndo explica qual sentido pertencera a quais sinais
proposicionais, i.e., com quais possibilidades de verdade qualquer
combinacao de simbolos especificada expressa concordancia e dis-
cordancia. Por exemplo, [ela ndo diz] como devemos analisar “A cré
que ‘aRb .v. ¢Sd””. No caso mais simples isto seria “ha na mente de A
nomes para a, b, ¢, d, R, S combinados de um certo modo”; e temos
ainda que elucidar qual é o certo modo que significa “aRb ou ¢Sd”.
Evidentemente ndo podemos dizer “combinados pelo sinal ‘v’ ou a pa-
lavra ‘ou’”, pois temos que levar em conta pessoas que falam em lin-
guagens ou simbolismos desconhecidos ou até mesmo em imagens.
Como estas pessoas podem usar (para expressar a disjun¢ao) qual-
quer simbolo, a dificuldade parece ser insoluvel. Mas o génio de Wit-
tgenstein encontrou uma solugdo. Para entendé-la mais faciimente,
consideremos, em vez da disjunc¢éo, o caso mais simples da negacao,
para o qual podemos citar suas proprias palavras “~p’ é verdadeira se
‘p’ é falsa. Portanto, na proposicao verdadeira ‘~p’, ‘p’ € uma proposi-
cao falsa. Ora, como pode o trago ‘~’ leva-la a afinar-se com a reali-
dade? O que nega em ‘~p’ ndo &, porém, o0 ‘~’, mas 0 que € comum a
todos os sinais dessa notagao que negam p. Portanto, a regra comum
segundo a qual ‘~p’, ‘~~~p’, ‘~p .v. ~p’, ‘~p.~p’, etc. etc. (ad inf.) sdo
constituidas” (5.512). O ponto € que temos de considerar quais sao
0s aspectos significativos de nossos sinais; por exemplo, obviamente
a diferenga entre a escrita a mao e a impressa nao é significativa; ela
nao afeta minimamente o sentido de nossas sentencgas. Vamos consi-
derar agora “~aRb”, “~~~aRb”; estes sinais ttm o mesmo sentido, sdo
a mesma proposicao; a diferenca entre eles é, portanto, inessencial.

““ ”
~

Deste modo, se dissermos que simbolizamos ~p colocando um
antes de “p”, com isso ainda nao é dada uma explicacédo completa ou
exata da questdo. O modo pelo qual o simbolizamos € pela escrita
ou de ‘~p’, ou de ‘~~~p’ ou de qualquer simbolo construido de acordo
com uma certa regra; esta regra € dificil de fornecer, mas ela deve
existir, pois deve haver uma diferenga definitiva entre dados simbolos
que significam ~p e aqueles que ndo o fazem. E vemos que, ao expli-
car quais sentidos as proposi¢des possuem, temos que lidar ndo com
meras marcas como ~, v, mas com regras de construgao simbdlica.
Mas a dificuldade ainda nao ¢é inteiramente removida; pois em cada
linguagem e simbolismo havera uma tal regra, e todas estas regras
teriam que estar incluidas na analise de “A pensa ~p” se nao sabe-
mos em que linguagem A pensa. A solugao é, porém, completada pela
observagao de que as regras para a expressao de ~p em todas as
linguagens possiveis devem ter algo em comum, a saber, o fato de
haver uma correspondéncia biunivoca formal entre os simbolos cons-
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truidos de acordo com as duas regras. E como se fosse uma proprie-
dade projetiva do conjunto de simbolos construidos de acordo com
tal regra que sobrevivesse a projecdo em outra linguagem. Portanto,

[t

se usarmos “x” em vez de

13 ”
~

, teremos a ébvia correspondéncia “~p”,
“xp”; “~~~p”, “xxxp” etc.

Entretanto, p. ex., entre os simbolos para ~p e os simbolos para
p, ndo ha uma tal correspondéncia formal®. Portanto, a analise de “A
pensa ~aRb” é, grosso modo, “Ha na mente de A nomes para ‘a’,
‘R’, ‘b’ agrupados em um simbolo cuja significatividade resulta de ele
ser construido de acordo com uma regra, que € tal que os simbolos
construidos de acordo com ela estdo em uma correspondéncia formal
biunivoca com aqueles construidos de acordo com a seguinte regra
(aqui deve seguir a regra em uma dada notagao)™’.

E ébvio, a partir de consideracdes simples em conexdo com a Teo-
ria dos Tipos, que tais palavras como “pensa”, “significa” devem variar
seu significado com o tipo da coisa ou da proposi¢cao que é pensada
ou significada.

Agoratemos que perceber que elas variam até mais que deste modo,
que deve haver diversos sentidos de “significado” em que podemos
significar ndo meramente coisas distintas, mas a mesma coisa. Para
ser preciso, vamos considerar um sinal proposicional e seu sentido,
e discutir o significado daquela palavra “sentido” que analisamos em
linhas gerais acima. Descobrimos que, para uma proposigao negativa,
deve entrar na definicdo do “sentido” uma regra para a construgao de
tais proposicdes, e ao introduzir tais regras vimos como analisar o
sentido do que podemos chamar de proposicdes elementares?, i.e.,
proposicdes que sao explicitamente construidas a partir de proposi-
¢bes atdmicas por meio de operagdes de verdade (~, v, etc.). Mas
ainda nao tratamos da analise do “sentido” para outras proposicoes,
e.g. aquelas que contém variaveis aparentes. Claramente a analise
destas proposi¢cdes deve ser diferente, ja que “(x).¢x”, por exemplo,
diz algo sobre todos os objetos do tipo x sem nomear nenhum. Nao
iremos discutir a analise aqui, mas ela é bastante complicada; todavia
ela claramente deve proceder segundo as mesmas diretrizes dadas
para o caso de proposi¢coes elementares.

Consequentemente, o sentido de uma proposicéao elementar é seu

6 Pode-se pensar, por exemplo, que poderiamos derivar as expressdes para ~p a partir
das expressodes para p por meio de uma simples substituicdo de “~p” por p”, e.g. de “p”, “~p”,
de“pvp’, “~p.v.~p” ... etc. Deste modo, porém, nao poderiamos derivar de nenhuma expres-
sdo para p a expressao, valida para ~p, “~(p .v. p)”.

7 Temos que inserir em tais frases algo do tipo “cuja significatividade resulta de” pois
dizer meramente “um simbolo construido” n&o protegeria contra a possibilidade ébvia de que
o simbolo tivesse, em outro sistema simbdlico, um significado diferente daquele que ele tem
no sistema realmente usado pelo pensador, o qual temos de algum modo que especificar.

8 Este ndo é o uso de Wittgenstein do termo “elementar”, mas é o do Sr. Russell.
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sentido em um sentido distinto do sentido em que o sentido de uma
proposicao de ordem superior € seu sentido. Isto &, as duas proposi-
¢des tém modos distintos de expressar concordancia e discordancia
com possibilidades de verdade. E mais importante ver, todavia, que
estas duas proposicdées podem ainda ter o mesmo sentido, isto €,
expressar concordancia e discordancia, cada uma a seu modo, com
0s mesmos conjuntos de proposigdes. Por exemplo, se todas as coi-
sas fossem enumeradas como “a”, “b”, ... “Z”, “pa.pb...pz" seria uma
proposicao elementar e “(x).@x” ndo seria elementar, mas elas teriam
o mesmo sentido®, embora, como explicado anteriormente, os senti-
dos em que ele é o sentido destas proposi¢des sao diferentes. Além
disso, como as duas proposi¢des tém o mesmo sentido, elas sdo a
mesma proposi¢ao, embora uma seja elementar e a outra ndo. Vemos
que “elementar” ndo é, na verdade, uma caracteristica da proposigao
como tal, mas apenas de seu modo de expressao; “proposicao ele-
mentar’ € como “palavra escrita”: assim como a mesma palavra pode
ser tanto escrita quanto falada, a mesma proposicao pode ser expres-
sa tanto de um modo elementar quanto ndo elementar.

(Apéndice) Devemos considerar, agora, a inferéncia légica, da qual
a teoria das proposi¢des do Sr. Wittgenstein nos permite fornecer uma
explicagcéo extremamente simples. Vimos que qualquer proposi¢ao ex-
pressa concordancia com certas possibilidades que ... (veja 0 abaixo)

(Capitulo 1) Podemos explicar aqui o uso que Wittgenstein faz dos
termos operacao de verdade e fungdo de verdade. Uma operagao &
o que deve ser feito com certas proposi¢coes, chamadas de bases da
operagao, para produzir outra proposi¢cao, chamada de resultado. As-
sim, “v” € uma operacao que produz, a partir de “p” e “q”, “pv q”. Uma
operacao de verdade é uma operacao tal que a verdade ou falsidade
do resultado é determinado pela verdade ou falsidade das bases; con-
sao operacoes de verdade.

Uma proposicao “P” € uma certa funcdo de verdade de outras pro-
posicdes “p, q, ...”, chamadas de seus argumentos de verdade, quan-
do a verdade ou falsidade de “P” é logicamente determinada de um

tE 11 ”
~

sequentemente, “v”,

modo definido pela verdade ou falsidade de p, q, ... . Assim, “pvq” é a
mesma fungao de verdade de p, q que “~(~r.~s)” é der, s, pois ambas
sdo verdadeiras se e somente se um de seus argumentos é verda-
deiro. Nao é preciso que o numero de argumentos seja finito, ou que
os argumentos ocorram explicitamente em “P”. Deste modo, como foi
explicado acima, “(x).@x” & o produto lIégico (uma funcéo de verdade)
do conjunto de valores de “@x”. Resulta de nossa explicagéo do senti-
do das proposi¢oes que toda proposicao € uma funcio de verdade de

9 Um exemplo mais realista & dado por @a e @a :v: (IX)px.~@x.
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proposi¢coes elementares, e que duas proposi¢des que sdo a mesma
funcao de verdade das mesmas proposi¢cdes elementares possuem o
mesmo sentido, i.e., sdo, portanto, a mesma proposi¢ao.

(0) n6s chamamos de seus fundamentos de verdade, e discordan-
cia com todas as outras possibilidades. Isto €, se um de seus funda-
mentos de verdade € o caso, ela é verdadeira, caso contrario ela é

[{el) [{pst)

falsa. A partir disso, vemos que “p” se segue logicamente de “q” se e

[{pst)

somente se os fundamentos de verdade de “q” estdo contidos nos de

p” ou, em outras palavras, se todas as possibilidades consistentes

[{Pps)

com a verdade de “q” sdo consistentes com as de “p”'°. Neste caso,
podemos dizer que o sentido de “p” esta contido no de “q”, de modo
que de uma proposi¢cao™ nao se pode inferir logicamente nada além
dela e suas partes.

A justificagdo para estas expressdes aparece de modo mais claro
se considerarmos as formas padrédo que, em teoria, podem expressar
qualquer proposicao. Explicamos acima a expressao de uma propo-
sicao P especificando V’s e F’'s em um esquema de possibilidades de
verdade. Claramente nao precisamos fornecer ambos os V’s e F’s; ao
considerar os V’s, temos o conjunto de possibilidades das quais uma
deve ser verdadeira para satisfazer a proposi¢ao. Estas possibilida-
des sao elas prdprias expressas por proposigdes que sao conjungdes
de proposi¢cdes atbmicas e suas negagdes. Tal como “p.~q.~r’, em
que “p”’, “q”, “r’ sao atbmicas. Entdo P pode ser expressa como uma
disjuncao de suas possibilidades de verdade, e.g., em uma forma do
tipo “p.~q.~r :v: ~p.q.r :v: ~p.~q.r".

Consequentemente, qualquer proposi¢cao pode ser expressa (em
teoria, ndo na pratica) como uma soma légica de produtos légicos de
proposi¢des atdbmicas e suas simples negacgoes.

Também podemos, contudo, expressar P por meio de seus F’s: es-
tes fornecem as possibilidades que fazem com que P seja falsa. As-
sim, P pode ser expressa como uma conjungao das negagoes destas
possibilidades, e.g. em uma forma do tipo (esta € a negagéo de nosso
exemplo anterior) “~:p.~q.~r ;.. ~: ~p.q.r ;. ~ :~p.~q.r’ ou, transforman-
do as negagdes de conjungdes em disjungdes de negagdes, como “~p
N.QNVTr:p.V.~qQ.V.~r:q.v.q.v.~r".

Isto €, como um produto de somas de proposi¢cdes atdmicas e suas
simples negacdes.

10 Em geral, p e q sdo fungdes de verdade de diferentes conjuntos de proposi¢des atdbmicas,
mas tomamos a soma destes conjuntos e consideramos todos 0s seus membros como argumen-
tos de verdade de ambas as proposicdes p e g. E.g. p é esta fungao de p, q (VVFF)(p,q).

11 E claro que ndo deve ser suposto que estejamos discutindo o que pode ser inferido de
uma oposic¢ao por oposi¢do a duas ou mais. Qualquer numero de premissas pode ser tratado
como uma proposi¢ao conjuntiva.
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Agora, se P se segue de Q e expressamos ambas as proposi¢des
deste modo como produtos de somas, o conjunto de termos dos quais
Q é o produto logico inclui o conjunto dos quais P € um produto (pois
estes termos surgem das possibilidades das quais Q e P respectiva-
mente discordam), de modo que Q é o produto légico de P e de ou-
tra proposicao, digamos, R. Portanto, Q pode ser colocado na forma
P.R, e podemos dizer literalmente, em sentido absoluto, que quando
P pode ser inferido logicamente de Q seu sentido ja esta contido no
sentido de Q.

(Capitulo 1) Suponha que queiramos saber se uma proposi¢ao se
segue de outra; se pudéssemos expressa-las nestas formas padrao,
a resposta seria visivelmente 6bvia. Na pratica, ocorre que frequen-
temente ndo podemos expressar nossas proposi¢des nestas formas,
por exemplo, quando elas contém variaveis aparentes, e a questao se
torna mais complicada. Este problema é a esséncia da légica e nao
é dificil ver que ele é também a esséncia da matematica. Considere
como a matematica se insere na nossa vida: “a proposicdo matema-
tica nunca é aquilo de que precisamos, mas utilizamos a proposi¢ao
matematica apenas para inferir, de proposi¢cdes que nao pertencem a
matematica, outras que igualmente ndo pertencem a matematica”'?,
por exemplo, quando usamos 2x2=4 para inferir, de “Eu tenho duas
moedas em cada m&o” (uma proposigao nao matematica), que “Eu
tenho quatro moedas no total” (uma proposi¢céo igualmente ndo ma-
tematica). E evidente também que proposi¢cdes matematicas ndo sio,
na verdade, proposicdes, isto € assercdes de fato, mas férmulas que
facilitam o reconhecimento de inferéncias legitimas. Temos que inves-
tigar a natureza, a significatividade e a origem de tais formulas.

A classe mais importante destas formulas consiste naquilo que Wit-
tgenstein chama de fautologias. Estas surgem do seguinte modo: su-
ponha que consideremos as diversas fungdes de verdade de um certo
conjunto de proposi¢cbes atbmicas, isto é, as diversas combinagdes
de suas possibilidades de verdade com as quais podemos expressar
concordancia ou discordancia. E evidente que ha dois casos extre-
mos, quais sejam, quando concordamos com todas as possibilidades
e quando discordamos com todas elas. No primeiro caso, temos uma
tautologia; no segundo, uma contradigdo. Assim, (VVVV)(p,q) é uma
tautologia, (FFFF)(p,q) uma contradigéo.

E claro que uma tautologia ndo é uma proposicdo genuina, mas
meramente uma forma simbdlica que nada diz. Por exemplo, “eu néo
sei nada sobre o tempo quando eu sei que esta chovendo ou nao esta
chovendo”. Se temos, também, uma proposigédo genuina e formamos

12 Wittgenstein 6.211.



ISSN 2359-5140 (Online)
Ipseitas, Sao Carlos, vol .4,
n.1, p. 200-253, jan-jul,
2018

237

o produto légico dela com uma tautologia, deixamo-la inalterada; a
tautologia ndo contribui em nada para o resultado. De outro lado, tau-
tologias nao s&o contrassensos, elas surgem naturalmente no uso or-
dinario da linguagem, podem ser incorporadas como partes de outras
proposi¢des; para muitos propositos elas podem ser simplesmente
contadas como proposicdes ordinariamente verdadeiras; além disso,
elas tem uma fungao importante e singular que emerge do fato de que

[{psl) [{gl)

se “q” se segue de “p”, “pDOq” € uma tautologia e, inversamente, se
“pDQq” € uma tautologia, “q” se segue de “p”.

Assim, a construgao de tautologias da forma “ pDq” tem uma utilida-
de fundamental ao nos permitir ver que “q” se segue de “p” em casos
complicados em que isto ndo é imediatamente 6bvio. E os Principia
Mathematica se destinam a ser uma colegao de tautologias desta for-
ma. As proposic¢des primitivas sao tautologias', com a uUnica notavel
excecgao do Axioma da Redutibilidade que, seja verdadeiro ou falso,
€ claramente uma proposi¢cao genuina e ndo uma tautologia. Como
a partir de tautologias apenas tautologias podem ser deduzidas, todo
sistema seria composto — exceto por este unico defeito — de tautolo-
gias.

Vemos agora claramente o erro essencial dos autores dos Principia
Mathematica: eles supuseram que a matematica consiste de propo-
sicdes gerais que diferem apenas na completude desta generalidade
daquelas de outras ciéncias e que sao deduzidas de axiomas aceitos
primordialmente por razées indutivas. Com efeito, a matematica é in-
teiramente distinta de todas as outras ciéncias e nao é absolutamente
composta de proposi¢cdes genuinas, ou ela ndo seria, como €, real-
mente a priori, mas [ela € composta] de tautologias ou, de modo mais
geral, de formulas que facilitam a inferéncia légica, as quais sdo cons-
truidas pelo processo de dedugao simbdlica de tautologias primitivas
que devem ser, por sua vez, imediatamente vistas como tautolégicas.
Nao pode ser uma questido de “evidéncia” [a verdade] destas tautolo-
gias primitivas; ndo podemos entender os simbolos sem entendé-los
como tautolégicos. Uma duvida apenas surge quando os simbolos
sao bastante complicados para que nds apreendamos a proposi¢ao
como um todo de um s6 golpe; entdo temos que nos convencer que
um dado simbolo é uma tautologia por meio de sua construgéao, a par-
tir de tautologias conhecidas, pelo processo de dedugéo logica que,
como vimos, pode apenas gerar, a partir de tautologias, [outras] tau-
tologias.

Devemos, contudo, enfatizar que as proposicoes da matematica

13 Exceto aquelas expressas em palavras que sao, em sua maioria, contrassensos pela
teoria dos tipos, mas até certo ponto representam o que s&o, na verdade, convengdes simbo-
licas.
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nao precisam ser todas tautologias neste sentido especifico. Nao é
dificil imaginar outros tipos de férmula que podem ser usadas do mes-
mo modo para facilitar a inferéncia: por exemplo, a identidade “a=b"
onde “a”’ e “b” possuem o mesmo significado, isto €, qualquer propo-

[{Pel)

sicao em que “a@” ocorre preserva hao meramente seu valor de verda-
de, mas seu sentido quando “a” é substituido por “b”. Poderia muito
bem ser suposto que “2+2=4" é uma tal identidade. E claro que, se
o0 esquema dos Principia Mathematica fosse correto em suas linhas
gerais, a matematica seria composta apenas de tautologias; mas ten-
do em vista a ilegitima introdugdo do Axioma da Redutibilidade e o
tratamento insatisfatério da identidade, ndo € claro que os Principia
Mathematica estao certos mesmo em suas linhas gerais, e nao pode-
mos dizer, mais precisamente, de que tipo de formulas a matematica
€ composta até termos resolvido os problemas mais minuciosos que
surgem em sua fundamentagdo. Podemos dizer, porém, que chega-
mos nesta introdugcdo a uma certa conclusdo de imensa importancia,
a qual é uma das maiores descobertas do Sr. Wittgenstein, a saber,
que a matematica ndo consiste de proposi¢des genuinas, mas de for-
mulas que séo uteis para facilitar a inferéncia logica.

(2).

(Artigo filosofico) E natural comegar um sistema logico com a forma
mais simples de proposi¢ao: a proposicao atdmica. Esta, como vi-
mos, € composta de nomes e assere a conexao, em um fato atémico,
dos objetos correspondentes. Devemos, entdo, construir, a partir de
proposicdes atbmicas, formas cada vez mais complicadas. Tal pro-
cedimento tem, porém, uma penosa falta de contato com a realida-
de; na vida real, nunca nos deparamos com proposi¢coes atdmicas,
tampouco com proposicdes que podemos ver serem construidas a
partir de atdmicas de um modo definitivo estabelecido. Considere uma
proposicao tao simples quanto “Sécrates é sabio”; a primeira vista,
parece que ela é atbmica, mas pouca reflexdo mostra que “Sécrates”
e “sabio” ndo sao, na verdade, nomes™, mas complexos, analisaveis,
simbolos incompletos na terminologia dos Principia Mathematica. Sa-
bemos que, se analisarmos “Sdcrates é sabio” o suficiente, devemos
obter, no final, proposicdes atdmicas, mas dificilmente somos capazes
de comegar a analise. Isto significa que ndo podemos atribuir “Socra-
tes € sabio” a nenhum lugar determinado de nosso sistema logico,
nem mesmo estar certo de que ele absolutamente possui um tal lugar,

14 Poder-se-ia pensar que eles fossem nomes de objetos complexos, mas toda a ideia
de um objeto logicamente complexo € um contrassenso e surge apenas de nao se distinguir
simbolos apropriados daquilo de que eles sdo nome. Um simbolo complexo n&o é o nome de
coisa alguma.
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ja que “Sdcrates” pode ser um simbolo incompleto de um tipo distinto
de todos que consideramos.

Infelizmente, a Unica alternativa é tornar nossa légica um esquema
ideal, ou seja, basea-la diretamente na lingua inglesa, o que envol-
veria dificeis questdes gramaticais que ndo possuem relevancia es-
sencial para a matematica; e devemos enfrentar da melhor maneira
que pudermos a dificuldade acima explicitada. Ela ndo €&, na verdade,
tdo grande, pois € em todo caso facil ver que a légica e a matema-
tica podem ser aplicadas a proposi¢cdes de nosso cotidiano (embora
uma justificacdo explicita possa ser desejavel). O perigo reside, na
verdade, no outro sentido: que insiramos em nosso esquema logico
algumas das caracteristicas acidentais e desencaminhadores da lin-
gua inglesa; e para evitar este perigo devemos, em diversas ocasioes,
referirmo-nos a esta importante distingdo entre o esquema ldgico e a
lingua inglesa.

Devemos, agora, explicar e distinguir os termos “simbolo” e “sinal”.
Um “sinal” é um type cujos tokens possuem uma certa forma fisica, e
ocorrem em proposi¢gdes. Um “simbolo” € um type cujos tokens sao
tokens-sinais, unidos em types por um principio distinto, a saber, de tal
modo que podemos substituir um por outro em qualquer proposicao
sem alterar seu sentido. Vemos que um sinal proposicional € um sinal
€ uma proposicao é um simbolo; temos simplesmente que estender a
distincdo da proposicao para suas partes. O termo “expressao” sera
usado como sinénimo de “simbolo” quando lidamos com a linguagem
do cotidiano em oposig¢ao ao esquema logico.

E 6bvio que nem toda sequéncia de simbolos é uma proposicdo. No
inglés, sabemos que uma série de expressdes nao forma uma propo-
sicdo a menos que seja uma sentenga gramaticalmente correta; ela
deve conter um verbo e assim por diante. Infelizmente, esta condicao
nao é suficiente; muitas sentengas gramaticalmente corretas ndao séo
proposi¢des significativas, mas contrassensos. Este fato € demons-
trado conclusivamente pela contradicdo do Sr. Russell sobre a classe
de todas as classes que ndo sdo membros de si préprias, da qual nao
ha escapatéria exceto pela suposigdo de que algumas das senten-
¢as gramaticalmente corretas usadas em sua formulagdo devam ser
contrassensos. Este simples fato de que a gramatica ndo é garantia
de significatividade, o qual foi percebido por Hobbes, constitui a parte
mais valiosa da “Teoria dos Tipos” dos Principia Mathematica, que
usou a ideia vaga e irrelevante de “totalidades ilegitimas” para mostrar
serem contrassensos certas formas simbdlicas que nao seriam toma-
das como dotadas de sentido por ninguém que ja tivesse se livrado do
preconceito de que todas as sentengas gramaticais sao significativas.

Podemos distinguir, dentre as expressoes, “substantivos” e “adjeti-
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vos”. Assim, “Sécrates” € um substantivo, “sabio” um adjetivo. Temos
que descobrir a razdo fundamental desta distingdo; uma concepgao
comum € que substantivos e adjetivos sdo nomes de dois tipos de
objetos fundamentalmente distintos, a saber, individuos particulares
e universais. Esta concepgéao é claramente equivocada, ja que vimos
anteriormente que eles ndo sao absolutamente nomes; mas nao é de
modo algum claro que objetos ndao sejam divisiveis em individuos e
propriedades, e que substantivos e adjetivos sao distinguidos por te-
rem propriedades analogas as propriedades dos nomes de individuos
€ universais.

Qual diferenga, entdo, podemos observar entre adjetivos e subs-
tantivos? Percebemos um tipo de incompletude no adjetivo, mas se
explicarmos esta incompletude como sendo aquela que é preciso ser
completada por outra expressao para se ter uma proposi¢cao, nao po-
demos negar que isto vale também para o substantivo. Entretanto, que
deve haver algo de valido neste ponto se mostra pela enorme conve-
niéncia de um simbolismo em que adjetivos sdo representados por
uma lacuna a ser preenchida, e.g., em @£, ao passo que substantivos
sao representados por uma simples letra como “a”. A solucédo é que
nos frequentemente usamos expressées como um modo de fornecer
um conjunto de proposigdes que podem ser formadas completando-
-as; podemos, por exemplo, querer asserir que todas estas proposi-
¢bes sao verdadeiras. Para este fim, podemos querer distinguir mais
de um modo de completar a proposicéo; “sabio”, por exemplo, nos
fornece n&o apenas o conjunto de proposi¢des da forma “x é sabio”,
mas também o conjunto mais abrangente de todas as proposi¢des de
formas quaisquer que contém a palavra “sabio”, incluindo, portanto,
e.g. “se Platédo fala a verdade, Socrates era sabio”. A utilidade da for-
ma simbdlica “£ é sabio” é que ela indica como completar a expressao
“sabio” de modo a obter o conjunto mais restrito de proposi¢gées que
precisamos, por exemplo, para dizer “alguém é sabio”. Distinguimos
entre este conjunto mais restrito de valores de “£ € sabio” e o conjunto
mais amplo de valores de f{£é sabio}; e fazemos uma distingdo similar
no que diz respeito a cada expressao adjetiva.

Em relacdo a substantivos, entretanto, as coisas se comportam
diferentemente; o unico conjunto de proposigdes que consideramos
como determinados por “Sdcrates” € o mais amplo conjunto possivel
de proposigdes em que “Sdcrates” ocorre de algum modo, i.e., 0s va-
lores de “f(Sécrates)”. Assim, ndo é preciso usar, ao invés de “Socra-
tes”, um simbolo funcional como “Sécrates é )? ja que o conjunto de
valores de “Sécrates é ? seria 0 mesmo conjunto que o conjunto de
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“f(Socrates é )/‘5 )’ ou, simplesmente, “f(Socrates)’".

Encontramos, aqui, a diferenga essencial entre substantivos e
adjetivos, a saber, o fato de que, no caso do adjetivo, precisamos
distinguir um subconjunto particular de proposi¢cdes em que ele ocorre
como sendo aquelas em que ele é predicado do um sujeito, ao passo
que, no caso do substantivo, qualquer proposigao em que ele ocorre
€ considerada como predicando um adjetivo dele. Consequentemen-
te, em “Sdécrates é sabio”, “Platédo é sabio”, “sabio” é predicado de
sujeitos; mas em “Nem Sécrates nem Platdo sdo sabios”, isto ndo é o
caso e, ao contrario das duas anteriores, esta ultima proposi¢ao nao
justificaria que disséssemos “alguém é sabio”. Por outro lado, todas
as proposi¢des “Platdo € sabio”, “Platédo é belo”, “Platdo ndo é nem
sabio nem belo” predicam adjetivos de Platao e justificam “Platao pos-
sui alguma caracteristica”®.

Esta é a diferenga essencial entre substantivos e adjetivos e ela
claramente n&o é pautada em nenhuma propriedade l6gica dos obje-
tos a que substantivos e adjetivos referem, mas apenas em tipos de
interesse que temos nestes objetos. Ela surge simplesmente de nao
termos nenhuma inclinacdo para fazer assercoes de certos tipos, a
saber, assergbes que envolveriam fazer distingbes logicas entre os
diversos tipos de expressao que sédo agrupadas como “adjetivos” pre-
dicaveis de um certo tipo de substantivo.

Se, por exemplo, quiséssemos discutir qualidades simples de
uma coisa e manté-las separadas de suas propriedades em sentido
mais amplo, a coisa' se tornaria um adjetivo; deveriamos achar (util
adotar, ao invés do simbolo “Sdcrates”, tal forma funcional como “Sé-
crates éjlf\”. Apenas entao poderiamos distinguir as duas proposigcdes
“Soécrates possui todas as qualidades de Platdo”. “Socrates possui
todas as propriedades de Platdo” como “(p): Platdo é p .D. Sécrates €
p” e “() : ¢(Platao é)?) D. @(Socrates é)?)”, respectivamente. Assim,
a distingao entre substantivo e adjetivo € realmente muito fraca e fic-
ticia'®, e nado fornece nenhum suporte a ideia de que objetos caem

15 Esta é a resposta a objegéo do Sr. Johnson para a recusa da proposta do Sr. Russell
de deixar o adjetivo estar por si préprio (Logic, Part Il, p. 52) e de seu uso das formas “Socra-
tes”, “#é sabio”, mas ndo “Socrates éf ”, “sabio” (op. cit., p. 24) .

16 Cf. Sr. Johnson (op. cit. p. 61) “Podemos construir, de maneira apropriada, um adje-
tivo composto a partir de adjetivos ‘simples’ assim como podemos construir uma proposi¢cao
composta a partir de proposigdes ‘simples’, entretanto, a natureza de qualquer termo que fun-
ciona como substantivo é de tal modo que € impossivel construir uma substantivo composto
genuino”.

17 E dificil evitar a aparéncia de confusdo do simbolo com seu significado. Aqui, estamos
na verdade falando apenas de simbolos, sendo a ‘coisa’ o significado imaginario de uma ex-
pressao substantiva “incompleta”, que se tornaria um adjetivo na eventualidade mencionada.
Devemos repetir que substantivos e adjetivos sdo simbolos, néo objetos.

18 Isto também pode ser visto pelo fato de que as coisas mais substantivas de todas as
coisas, quais sejam, os objetos materiais, aparecem em Natural Philosophy do Sr. Whitehead
como adjetivos.
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em duas grandes categorias logicas, particulares e universais. Este
fato reaparecera claramente em nossa estrutura logica, para a qual
devemos nos voltar e encerrar esta digress&o no reino da linguagem
ordinaria.

(Capitulo IV) Comegamos com proposi¢coes atdbmicas; estas po-
deriam ser expressas pelo uso de nomes, apenas, sem nenhuma
constante légica. Mas nem toda sequéncia de nomes fornece uma
proposicao, pois muitas meramente resultam em contrassenso; para
fazer sentido, os nomes devem ser nomes de objetos que podem,
possivelmente, juntar-se em um fato atdmico. Supomos que obje-
tos dividem-se em tipos, de tal modo que a substituicdo do nome de
um membro de um tipo pelo de outro membro do mesmo tipo nun-
ca transforma sentido em contrassenso ou contrassenso em sentido.
Esta hipétese, que é derivada de uma propriedade bastante geral de
expressdes na linguagem ordinaria, meramente evita complicagdes
fastidiosas; se ela fosse falsa, poderiamos ainda delimitar uma regiao
do mundo, i.e., um conjunto de proposi¢gdes elementares, em que ela
vale e confinar nossa atengao a esta regido.

(Nota do apéndice) Poder-se-ia pensar que podemos classificar
de uma so vez proposi¢cdes de algum modo, tal como o seguinte:

Aquelas da forma a(x) ou R (x) que dizem que x tem o predicado
a(ouR))

xR,y ou R,(x,y) a relagao R,
(em intensao)

R,(X,y,2) ... X,y,z estdo na relagao ternaria R,
e assim por diante.

Este &, porém, um equivoco; pois ndo ha razdo por que um dos
objetos em um fato atdmico deva ter uma posi¢ao peculiar como tém
R,, R,, R, no esquema acima. Um fato atdmico poderia ser da forma
“xy”, i.e., ter dois termos que poderiam ser considerados indiferente-
mente como sujeito e predicado, os quais podem até mesmo ser do
mesmo tipo. As noc¢des de predicado e relagdo sao derivadas da no-
¢ao de funcéao proposicional, a qual temos agora de considerar, e que
nao envolve, como veremos, nenhum tipo de dualismo fundamental
entre objetos.

(Capitulo IV) Suponha que estejamos particularmente interessa-
dos na nocado de uma fungao proposicional de individuos; com este
termo queremos dizer um simbolo da forma “f (£, #.2....)", que é de
tal modo que a substituicao de %, 3. 2,...por nomes de quaisquer indi-
viduos resulta sempre em uma proposicao. A respeito desta defini¢ao,
€ preciso notar diversos pontos: primeiramente, que uma funcéo de
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individuos ndo é um objeto, mas um simbolo; em segundo lugar, que
ela é um simbolo de tal tipo que ela se tornaria, em nossa linguagem
l6gica, uma proposi¢do ndo apenas pela substituicdo das variaveis
por quaisquer nomes que ja tenhamos, mas também por quaisquer
novos nomes para individuos anteriormente ndo nomeados; em ter-
ceiro lugar, que, assim como dois simbolos podem ser insténcias da
mesma “proposicao”; dois simbolos para fungdes sdo instancias da
mesma fung¢do considerada como type nado meramente quando eles
sao fisicamente semelhantes, mas, de modo mais geral, também se
com a inser¢do de nomes para os mesmos conjuntos de individuos
elas sempre fornecem a mesma proposi¢ao; portanto, se “f(a,b,c)”,
“g(a,b,c)” sdo a mesma proposigao para qualquer conjunto a, b, c,
f(£.9.2) e g(£,9.%) sdo a mesma fungao.

Considere, por motivos de simplicidade, uma funcdo de uma va-
riavel f#; entdo chamamos de “fx” um valor ambiguo desta funcao, e a
proposicao “fa”’, em que “a” € o nome de um individuo, nés chamamos
de valor de “fx” com “a” como argumento’®.

Agora podemos introduzir a variavel individual aparente. Dada
uma funcgdo “f£”, vimos que, para cada individuo, ela fornece uma
proposicao® que é o valor da fungdo para o nome do individuo como
argumento, nao importa se tenhamos dado ou ndo um nome para este
individuo. Assim, a fungdo agrupa um conjunto de proposi¢gbes que
sao definitivamente determinadas pela especificacao da fungao; asse-
rimos a soma logica e produto I6gico destas proposigdes escrevendo,
respectivamente, “(Ix)fx”, “(x)fx”.

Este procedimento pode obviamente ser estendido para diver-
sas variaveis; considere “f(#£,¥)”. Se fornecemos a “#” qualquer va-
lor constante “n”, entdo “f (£, 17)" fornece uma proposi¢do se qualquer
nome de individuo substituir £, e é, entdo, uma funcdo de uma varia-
vel. Deste modo, podemos formar as proposigdes “(3x).f(x, n)”, “(x).
f(x, n)”. Considere o simbolo “(3x).f(x,¥)". Ele fornece uma propo-
sicdo quando qualquer nome (e.g. n) substitui “y”, e é, portanto, uma
funcao de uma variavel, de modo que podemos formar as proposicoes
“(Ay):3x).f(x,y)", “(y):(Ax).f(x,y)” e, de modo similar, “(Iy):(x).f(x,y)",
“(y):(x)-f(x,y)".

Como até entdo nao tem havido nenhuma dificuldade, devemos
tentar tratar uma fungcao de funcées da mesma maneira que fungbes

de individuos?'.

19 Por “funcdo” devemos sempre entender “funcdo proposicional” a menos que haja
alguma indicacao contraria.

20 Isto é, é claro, um proposigdo considerada como type, que pode nio ter nenhuma
instancia.

21 Observe que as expressodes “fungdo de fungdes”, “funcéo de individuos” ndo sdo na
verdade analogas ja que individuos sao objetos, mas fungbes s&o simbolos. Seria mais cor-
reto dizer “fungdes de nomes de individuos”, mas isto seria desnecessariamente enfadonho.
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Considere a ideia de uma func&o de uma variavel cujos argumen-
tos sdo funcdes de individuos. Por tal funcdo entendemos um simbolo
da forma “F(¢%)”, tal que se qualquer fungdo de um individuo substitui
“@2” o resultado € uma proposicao. Isto deve ser o caso nao apenas
em relagao a substituicdo de qualquer fungao que ja temos em méos,
mas também de qualquer fungcdo que possamos construir a qualquer
momento. Assim, “F(#£)” agrupa um conjunto de proposigdes, uma
para cada fung¢ao possivel ou real de um individuo, do qual asseri-
mos a soma légica e o produto l6gico escrevendo, respectivamente, “
(39). Fe2)”, “(@).F(e2)".

Mas esta explicagao possui o 6bvio defeito de que temos de in-
troduzir a ideia de “todas as funcdes possiveis de individuos”, isto &,
todos os possiveis simbolos nos quais a insergao de um nome indi-
vidual sempre forneceria uma proposi¢ao. Enquanto os argumentos
possiveis para uma fung¢ao de individuos formam uma determinada
extensao, pois eles devem ser nomes de um determinado conjunto
de objetos, quais sejam, os individuos, os possiveis argumentos para
uma funcao de funcdes sao todos os simbolos de um certo tipo que
podem, possivelmente, ser construidos. Esta ultima extensao nao
parece ser fixada objetivamente tal como a extensado de individuos,
mas parece depender de nossa engenhosidade para a construgao
de simbolos. Claramente precisamos defini-la de modo mais preci-
so; podemos fazé-lo de dois modos: subjetivamente ou objetivamen-
te. O método subjetivo seria estabelecer certos principios precisos
de construgao simbdlica e definir a extensdo como sendo todos os
simbolos que poderiam ser construidos de acordo com estes princi-
pios. Este é, no essencial, o0 método dos Principia Mathematica, que
necessita da introdugcédo do objetavel Axioma da Redutibilidade; noés,
por outro lado, seguiremos um método objetivo e abordaremos o pro-
blema de um modo distinto. O problema €&, em ultima instancia, fixar,
como valores de “F(@#)”, um conjunto determinado de proposigdes,
de modo que possamos asserir seu produto e soma légica; o método
de Russell é determina-las como sendo todas as proposi¢des que po-
deriam ser construidas de um certo modo; o nosso método € colocar
de lado como irrelevante o modo pelo qual poderiamos construir estas
proposicdes e determina-las por uma descricao de seus sentidos; ao
fazé-lo, podemos ser capazes de incluir neste conjunto proposi¢cdes
para as quais ndo conhecemos nenhum método de construgcao, assim
como incluimos na extensao de valores de “@x” proposicdes que nao
podemos expressar pela falta de nomes para todos os individuos.

Comegamos por definir uma fungdo atémica de individuos como o re-
sultado da substituicdo, em qualquer proposicao atdmica, expressa ape-
nas pelo uso de nomes, de quaisquer nomes de individuos por letras de
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variaveis £, ¥...etc; em que nomes distintos devem ser substituidos por
variaveis distintas ou deixados separados em ocorréncias distintas.

E facil ver que todos os valores de uma fungdo atémica de indivi-
duos sao proposicoes atbmicas.

Em seguida, produzimos uma simples extensao para fungbes pro-
posicionais da nogdo de uma fungdo de verdade ja explicada para
proposi¢cdes na pagina ... . Suponha que tenhamos fung¢des de indi-
viduos “@, £, 7", “@, £, 9", etc.; entdo, ao dizer que uma fungéo 2.9 é
uma certa fungéo de verdade (e.g. a soma logica) das fungdes “@4 £, ¥
" “@, 2,9 e das proposicoes “p, q, ...”, queremos dizer que qualquer
valor de f;#, ¥, digamos, com “a” “b” como argumentos, é aquela fun-
cao de verdade dos valores correspondentes de “@, %, 9" etc,, i.e., ©
@a, b’ “@,a,b” . e p, q. Esta definicdo nos permite incluir fungdes
entre os argumentos de qualquer fungdo de verdade, tenha ela um
nuamero finito ou infinito de argumentos.

Definimos, agora, uma fungéo predicativa de individuos como qual-
quer funcao de verdade que tem funcdes atdbmicas e proposicoes atdo-
micas como argumentos (a extensao para diversas variaveis é trivial).
Isto define uma extensao determinada de fungdes, muitas das quais,
porém, nao podemos construir por serem fungdes de verdade de um
numero infinito de argumentos. Como exemplos de fun¢des predicati-
vas, podemos fornecer “f£, 3", “f£,9vp” , “(¥).f£,¥” (onde “p” € uma
proposicdo atbmica, “f£”, “f#£,9” funcdes atdbmicas, “(¥v).f£.vé pre-
dicativa pois ela é o produto légico de fungdes atémicas “f£,¥” para
diferentes valores de y).

Passamos a definicdo de funcdes atbmicas e predicativas de fun-
¢des. Uma funcao atdbmica de fungdes de individuos pode apenas ter
um argumento, que é uma funcgdo e deve ser da forma “@(#£, ¥, ..., a, b)
”em que “@”, “b” sdo nomes de individuos. Uma fungao predicativa de
fungdes e individuos é qualquer fungédo de verdade cujos argumentos
sdo ou fungdes atdmicas de fungdes e individuos ou proposicoes. E.g.
“¢a.2.9Pb” (uma funcdo de duas variaveis), “(x).¢x” (o produto l6gi-
co das fungbes atdmicas “@a”’, “@b”, etc.). Portanto, fungdes ocorrem
apenas em posicdes predicativas por meio de seus valores.

Agora, considere uma proposigdo tal como “(¢).F(®£)", em que
“F(@(®)) é uma fungdo predicativa de fungdes. Entendemos ser a ex-
tensdo de “p2” a totalidade de fungdes predicativas; i.e., a proposicéo
é o produto légico das proposiges “F(g#)” para cada fungéo predi-
cativa “@%”; e este € um conjunto determinado de proposigdes. Assim,
atribuimos a “(@)-F (@£)” um significado determinado.

Considere, em seguida, “(¢).F (@£, 7)". Esta € uma funcdo predi-
cativa (de £)? Ela é o produto logico das fungdes F(@%,¥)para dis-
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tintos valores de “@¥”, os quais, assim como “F(¢#£, ¥)” é predicativa,
sao por sua vez funcdes de verdade de funcdes da forma “@£” e de
proposicdes tais como “@a” que sdo constantes em x. Consequente-
mente, “(@).F (@2, ¥)” é uma funcdo de verdade de funcdes “@%” e de
proposicdes e, portanto, como as fungdes “@£” sdo predicativas, ela é
predicativa. Portanto, “(@)-F(@¥, £)” seria um dos valores de “@%£” na
extensdo considerada em “(@).F (@£, a)"? o que parece ser circular.
Por exemplo, considerando o caso particular em que “(@) .F(@?. £)” é
atbmica = “@£”, podemos considerar, sem um circulo vicioso, que um
dos valores de “@£” em “(@).pa” seja “(¢)-@£"?

Um pouco de reflexdo mostra, porém, que nao se trata na verda-
de de um circulo vicioso. O fendmeno emerge do fato dbvio de que o
produto légico (ou a soma légica) de um conjunto de argumentos pode
ser ele proprio um elemento do conjunto. Portanto, a soma e produto
I6gicos de “p v @7, “p”, “q”, “p.q” sé@o “‘p v q”, “p.q”. De modo similar, “
(¢).@a” é o produto légico do conjunto de proposigbes “@a’, uma das
quais € o proprio produto légico “(¢).g¢a”. Em geral, “(¢)-F(g2, a)
é o produto légico do conjunto de proposicdes “F(@#, a)” para todas
as fungdes predicativas ¢#; o membro do conjunto correspondente a
funcdo “(¢).F(e¥.£)", o qual mostramos acima ser predicativo, é a
propria proposicdo “(@).F(g#£,a)”. Mas ndo ha nada objetavel nela,
nao mais do que no fato de que “p.q” € o produto de “p”, “q”, “p.q”, um
conjunto que contém a proépria proposigao “p.q”.

Segundo a concepgao adotada nos Principia Mathematica, porém,
isto € um circulo vicioso; havia, para isso, duas razdes; a primeira era
que certos paradoxos poderiam ser solucionados desta maneira. Va-
mos discutir isto posteriormente e fornecer a verdadeira solugao que
esta de acordo com a teoria aqui adotada. A outra razao era que, nos
Principia, nosso método objetivo de fixar a extensado de proposi¢des
predicativas foi rejeitado em beneficio de um método subjetivo. Este
método consiste em definir o conjunto de fungdes predicativas, i.e., a
extensdo envolvida em “(®).F(@%£)” como todos simbolos que pode-
riamos construir de uma certa maneira. Podemos chamar tais fungdes
de “elementares”. uma fung¢ao elementar é o resultado da substituicao
de constantes por variaveis em uma proposig¢ao elementar. Uma pro-
posicao elementar, como explicamos acima, € uma proposi¢cao cons-
truida explicitamente a partir de proposi¢cdes atbmicas por meio do
sinal de incompatibilidade “|”, i.e., “~(p v q)”, em que “p”, “q” sdo atd-
micas, mas nenhuma proposi¢cao que contém uma variavel aparente
pode ser elementar. Explicamos acima que “elementar” ndo € uma

22 A permuta de “¥”, “#*” & imaterial, e meramente feita com a intengao de tornar o argu-
mento mais cristalino.
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caracteristica da proposicdo, mas apenas da instancia particular em
questado, “proposicéo elementar” sendo analoga a “proposi¢ao fala-
da”. Mas apenas certas proposicdes podem ser elementariamente ex-
pressas, a saber, aquelas que sao funcdes de verdade de apenas um
nuamero finito de proposi¢gdes atdmicas como argumentos. De modo
similar, nem todas as fungdes podem ser expressas como elementa-
res, mas apenas funcdes de verdade de um numero finito de funcdes
atbmicas e proposi¢ées como argumentos.

Se, entdo, a extensado de @£ é aquela das fungdes elementares, “
(@) F(@¥.£)" ndo € uma fungdo elementar, tampouco ela poderia ser
expressa enquanto tal (supondo, como é provavel, que o numero de
funcdes elementares € infinito); ela € um novo tipo de fungdo cons-
truida de um novo modo. Podemos, agora, construir uma extensao
de fungdes “@;2” que inclui ndo apenas fungdes elementares, mas
também funcdes da forma “(¢).F(@¥.£)”, e formar a proposicao “
(¢1)-F(@i9.a) e a funcdo “(¢1)-F (@, 9. 2)”, mas esta ndo serda uma
das fungdes “@;%”, ja que ela é construida de um modo novo que
envolve uma referéncia a “todas as funcdes ‘@, 2. Claramente, se
definimos nossas extensdes de fungdes por meio do modo pelo qual
poderiamos construir as fungdes, nunca podemos obter uma exten-
sao completa; e nunca podemos falar sobre a totalidade de tais fun-
¢des ja que, ao fazé-lo, construimos uma nova fungao nao incluida na
totalidade, pois ela é construida de tal modo a pressupor esta totali-
dade como ja completa. A ideia da totalidade de todas as fun¢des que
podem ser alcangadas por um numero indefinido de estagios deste
processo claramente conteria um circulo vicioso.

E por esta razdo que o Axioma da Redutibilidade foi introduzido nos
Principia Mathematica. Ele assere, em nossa terminologia, que para
quaisquer fungdes de individuos ha uma funcado elementar equiva-
lente, em que duas fungdes sdo chamadas de “equivalentes” se seus
valores para os mesmos argumentos sao sempre os mesmos. Nao
ha razao para acreditar que este axioma é verdadeiro, e se ele fosse
verdadeiro ele teria apenas o estatuto l6gico de uma generalizagao
empirica, ndo o de uma tautologia, e estaria inteiramente fora de lugar
em um sistema logico. O Axioma da Redutibilidade n&o deve ser con-
fundido com o resultado que obtivemos acima (ou ainda com uma ex-
tenséo trivial dele?®) de que todas as fungdes em questao sao, no sen-
tido em que estipulamos, predicativas. Nos Principia Mathematica, o
que chamamos de “elementar” foi chamado de “predicativa”; de modo
que o Axioma diz que “para cada fungao ha uma fungao predicativa

23 Nosso resultado para fungdes foi obtido por meio de generalizagéo para a extenséo
de funcdes predicativas; mas o mesmo argumento é aplicavel a fungbes obtidas por genera-
lizacdo para uma extensdo mais ampla tal como, e.g., o de funcdes elementares.
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equivalente”. Parecemos ter ido ainda mais longe que isto ao dizer
que todas as fungbées em questao (nédo “cada fungao”, como veremos
mais tarde) ndo sdo meramente equivalente a fungdes predicativas,
mas sao elas proéprias predicativas. Mas é preciso repetir que estamos
usando a palavra “predicativa” em um sentido novo, ndo no sentido
dos Principia Mathematica, o qual nés substituimos por “elementar”.

Vale a pena insistir com algum pormenor nesta distingdo imensa-
mente importante entre procedimentos subjetivos e objetivos, e agora
aquilo que seria um circulo vicioso em um caso € inteiramente irrepro-
chavel no outro.

A diferenca entre eles ocorre nao apenas aqui, mas em toda par-
te no que se refere aos fundamentos da matematica. Por exemplo,
quando falamos do conjunto dos numeros reais, ou de fungbes de
uma variavel real, podemos querer dizer ou aquelas que poderiamos
definir, isto &, construir uma férmula ou simbolo para apresenta-la, ou
uma extensdo muito mais ampla; por exemplo, ha 2*® nimeros reais
no total, mas claramente ndo podemos definir mais do que ¥;. Ateoria
dos agregados e a teoria das fungdes repousam inteiramente no fato
de que consideramos a extensao objetiva e ndo a subjetiva. Como
€ bem conhecido, fun¢gées matematicas e agregados sao derivados,
em ultima instancia, de funcdes proposicionais, € a decisdo sobre se
aderimos a uma concepgao objetiva ou subjetiva daqueles dependera
da decisado de qual concepcgao sera adotada a respeito destes. Ape-
nas nos Principia foi feita a tentativa incorreta de combinar, por meio
do axioma da redutibilidade, uma teoria objetiva dos agregados e das
fungcdes matematicas com uma teoria subjetiva das fungdes proposi-
cionais.

Examinemos mais de perto esta diferenga em conjunto com as
famosas contradi¢des, para as quais devemos, por um momento, di-
recionar nossa atencéo. Elas podem ser divididas em duas classes
que podemos chamar de A e B, como se segue:

A

1. A classe das classes que nao sdo membros de si proprias

2. A relacao entre duas relagbes quando uma ndo mantém a rela-
¢ao que ela é com a outra.

3. O maior ordinal (também o maior cardinal)

. “Eu estou mentindo”
. “O menor inteiro ndo nomeavel em menos de vinte e trés silabas”
. O menor ordinal indefinivel

~ o 0N

. O paradoxo de Richard
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8. O paradoxo de Weyl sobre “heterolégico”

(para as primeiras sete contradigbes, Cf. Principia Mathematica, vol
[, p. 63. Para o ultimo, Cf. H. Weyl “Das Kontinuum”?*)

Para as contradi¢des do primeiro grupo, Russell forneceu a so-
lucdo correta, que consiste essencialmente em observar que “@(@£)”
deve ser um contrassenso; ou, como Wittgenstein preferiria dizer, que
em tal proposigéo os dois “@’s” ndo podem ter o mesmo significado ou
até mesmo significar logicamente do mesmo modo. Para evitar estas
contradi¢gbes, temos, portanto, que distinguir fungcées de acordo com
seus argumentos possiveis; mas isto resolve apenas as contradicoes
do grupo A, ndo aquelas do grupo B. Era o segundo grupo a que fize-
mos referéncia acima que fornecia a outra razdo em favor da distingao
adicional entre fungdes feita nos Principia Mathematica, por meio da
qual fungdes que recebem os mesmos argumentos sao separadas
em tipos, e uma confusao destes tipos é considerada como um circu-
lo vicioso. Entdo é o grupo B que nos interessa aqui e que devemos
considerar de modo detalhado.

Primeiramente, devemos apontar para a dbvia diferencga entre os
dois grupos, diferengca de que notavelmente ndo se encontra nenhu-
ma mengao nos Principia. O grupo A é composto de contradi¢gdes que
ocorreriam em um sistema légico caso nédo se tomasse medidas con-
tra eles (e.g. no sistema de Frege). Eles sao formulados em termos
puramente l6gicos (classe, numero etc.) e mostram que deve haver
algo de errado com nossa logica. Mas as contradigdes do grupo B
nao sao puramente logicas, e ndo podem ser formuladas apenas em
termos l6gicos, pois todas elas contém alguma referéncia ao pensa-
mento ou a linguagem, que n&o sao conceitos matematicos ou |6gi-
cos, mas empiricos. Entdo, eles podem surgir ndo por meio de uma
l6gica defeituosa, mas por meio de ideias defeituosas referentes ao
pensamento e a linguagem. Eles, portanto, ndo dizem respeito a ma-
tematica ou a légica no sentido de um sistema simbdlico, embora evi-
dentemente eles seriam relevantes para a légica no sentido da analise
do pensamento®.

Este ponto de vista em relagdo ao segundo grupo de contradigdes
ja foi considerado anteriormente; Peano, por exemplo, nota a respei-
to do paradoxo de Richard: “Sed puncto debile principale in mirabile
exemplo de Richard es: definitione de N es dato parte in symbolos,
parte non in symbolos. Parte non symbolico contine idea de ‘lingua
commune’, idea molto familiare ad nos, sed non determinato, et causa

24 Explicaremos aqui a contradigdo de Weyl para beneficiar leitores que ndo tém esta
obra em maos.
25 Frequentemente deixamos de separar estes dois sentidos da palavra “légica”, que

pode querer dizer ou uma parte da matematica ou uma parte da filosofia.
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de omniambiguitate. Exemplo de Richard non pertine ad Mathemati-
ca, sed ad Linguistica™®.

Ha, porém, uma certa incompletude em tal atitude. Temos uma
contradigdo que envolve tanto ideias matematicas quanto linguisticas;
o matematico a despreza dizendo que a falha deve estar no elemento
linguistico, a autoridade linguistica pode despreza-la pela razdo opos-
ta e a contradicdo nunca sera entao resolvida. A unica solugao que ja
foi dada por alguém, que € aquela dos Principia (as outras “solu¢des”
sendo meramente desculpas para nao soluciona-la) atribui definitiva-
mente estas contradigbes a uma ldgica defeituosa; nés forneceremos
uma solugéo alternativa, atribuindo-as a um uso defeituoso de pala-
vras como “nomeia”, “define”, “significa”, os quais ndo ocorrem em um
sistema logico.

Talvez a mais instrutiva destas contradi¢cdes € a de Weyl, a qual
explicaremos a seguir. Alguns adjetivos possuem significados que sao
predicados a prépria palavra adjetiva; assim a palavra “curto” é cur-
ta, mas a palavra “longo” ndo é longa. Chamemos os adjetivos cujo
significado é predicado dos adjetivos, tais como “curto”, autolégicos;
0s outros sao heterolégicos. Agora, “heteroldgico” é heterolégico? Se
ele é, seu significado ndo € um de seus predicados, portanto, ele ndo
€ heteroldgico; mas se ele ndo é heteroldgico, ele é autolégico e seu
significado € um de seus predicados, portanto, ele é heteroldgico. Por-
tanto, temos uma contradigédo; se ele é heteroldgico, ele nédo é, em
todo caso, heteroldégico; mas se ele nao &€, ele €, em todo caso, hete-
rologico.

Antes de explicar a solucado das contradi¢cdes seria util discutir o
uso destas palavras (“significa”, “nomeia”, etc.) em conexédo com fun-
¢des proposicionais. A nocao fundamental de que devemos tratar € a de
um signo usado para expressar ou significar uma fungao proposicional,
isto €, um tal signo como “@” em que “@%£” é uma fungéo proposicional.
Pode-se pensar que seria errado dizer que um sinal significa uma fun-
¢ao, ja que as proprias fungdes sao simbolos. Mas isto desconsidera a
importante distingéo feita, seguindo Wittgenstein, entre a nogéo de um
sinal e a de um simbolo. Vimos que varios sinais foram agrupados en-
quanto pertencentes ao mesmo type de um simbolo de acordo com os
sentidos das proposicdes em que eles ocorriam. Consequentemente,
podemos arbitrariamente determinar um sinal para “expressar” ou “sig-
nificar” um certo simbolo; isto €, em virtude de nossas determinacoes, o
signo possui certas relagdes de significatividade com a realidade, como
resultado de que proposi¢cdes em que ele ocorre possuem certos senti-

26 R.dM VIl p. 156.
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dos. Assim, se eu defino que “px” deve ser uma abreviagao para “aRx”,
em que “a”, “R” sdo nomes, “@” se relaciona de um certo modo com a e
R, e dizemos isto abreviadamente dizendo que este sinal expressa ou
significa a funcdo aR#£ (a qual nés escrevemos agora sem aspas). Nes-
te uso, “expressar” e “significar” sdo ambiguos, do mesmo modo que o
“sentido” de uma proposicao o qual explicamos na introdug¢ao. Vimos la
que a mesma proposicao poderia ser expressa ou de maneira elemen-
tar ou de maneira ndo elementar, e que nos dois casos teriamos dois
sinais proposicionais com o0 mesmo sentido, mas em diferentes sen-
tidos da palavra “sentido”. Exatamente o mesmo ocorre com fungdes
proposicionais: considere “(y).yRx". Para qualquer valor de x ela é uma
proposi¢ao expressa de modo nao elementar, e também chamamos a
funcdo correspondente “(¥).¥R#£” de ndo elementariamente expressa
para distingui-la de “aR%” a qual nés chamamos de elementariamente
expressa, pois seus valores sédo proposicdes elementares.

Esta distingdo entre funcbes € exatamente analoga a distin-
c¢ao entre proposicoes; “elementar’” ndo caracteriza a fungdo, mas o
modo em que ela é expressa; se houvesse apenas um numero finito
de coisas, poderiamos expressar “(¥).¥R£” elementariamente como
“aR#.bR%.cR%..”. Portanto, se tivéssemos dois signos expressando
fungdes, uma de maneira elementar, a outra de outra maneira, os senti-
dos de “expressar” em que elas as expressam seriam diferentes. “aR£“
expressa relagdes relativamente simples com a, R, que sdo nomeados
separadamente, “(v).vR2” [expressa] em virtude de relagbes com R
e com todos os objetos que ndo sao nomeados, mas indicados pelo
processo de generalizacdo. E importante entender que a distingdo ndo
€ meramente entre dois modos de expressar, mas entre dois sentidos
de “expressar’. Nao é meramente como dois métodos de locomocao,
sendo cada um deles locomog¢ao no mesmo sentido determinado. Ex-
pressar um certo simbolo € manter certas relagdes com a realidade;
ao introduzir o aparato da generalidade, nés alteramos o significado da
palavra “expressa” e passa a incluir nela outras relacoes.

Chegamos agora a diferentes ordens de proposigdes e fungoes;
primeiramente, ha proposi¢coes elementares, i.e., aquelas expressas
apenas pelo uso de proposi¢des atdmicas e operacdes de verdade.
Entdo introduzimos variaveis individuais aparentes e fungdes genera-
lizadas de individuos; chamamos as proposi¢coes construidas deste
modo de proposicdes de primeira ordem. Chamamos as proposicdes
que envolvem variaveis aparentes do tipo de funcdes de funcdes de
individuos de proposi¢des de segunda ordem e assim por diante. Pela
ordem de uma funcgao se quer indicar a ordem de seus valores.

Consequentemente, proposicoes “aRb”, funcdes de individuos
“‘aR%” sjo elementares;
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“(x).xRb”, “(x}.xR$*” sdo de primeira ordem.

“(9).0a D ob”, “(¢)-pa 2 p£” sdo de segunda ordem.

“(F).F(px) 2 pa’, “(F). F(p2) 2 p£” sdo de terceira ordem.

Vemos que a ordem nao caracteriza, na verdade, a proposicao
ou a funcdo, mas apenas o modo em que ela é expressa; ordem € o
que Peano chamou de uma “pseudofuncao”, como o numerador de
uma fragao. Assim, de “a = b” ndo podemos concluir “o numerador de
a = o numerador de b” e do fato de que “p” e “q” sdo a mesma propo-
sicao nao podemos concluir que elas possuem a mesma ordem.

Palavras como “sentido”, “significa”, “expressa” ndo apenas séo
ambiguas, mas é impossivel descrever o conjunto completo de seus
significados; trata-se, de fato, de uma “totalidade ilegitima”. Dizemos
na introdugdo que “sentido” sempre se refere a alguns métodos de
simbolizagao; pois que o sinal proposicional tenha tal e tal sentido sig-
nifica que suas partes se relacionam de alguns modos com a realida-
de e se conectam de um certo modo. Estes “alguns modos” depende
dos mecanismos de simbolizacdo contemplados, e a introdugcao de
um novo mecanismo, tal como um novo tipo de generalidade, altera o
significado de “sentido”.

Vamos considerar, agora, a contradicao “Eu estou mentido” ou
“(3'p’, p)’p’ estda na minha mente . p € o sentido de ‘p’ . ~p”. Aqui, de-
vemos supor que “sentido” é definido precisamente de modo a incluir
simbolos construidos de certas maneiras, digamos, tais que empre-
gam variaveis aparentes até a ordem n (i.e. fungdes de fungdes de ...
individuos; havendo ai n termos). Isto €, ‘p’ deve ser uma proposigao
de ordem ndo maior que n, i.e., se simbolizarmos por ¢_uma fungéo
de ordem n, ‘p’ pode ser “(39 )¢ .,(9 )". Entdo, “Eu estou mentido”,
que contém, como pode ser visto acima, “3 ‘p’, p”, contera, quado for
analisado, “A¢_,.” e ndo sera de ordem n, no maximo, mas, no mini-
mo, de ordem n+1 e, assim, ela n&o é ela prépria um valor possivel
para ‘p’. Entdo, se determinamos “Eu estou mentindo” como “Eu estou
dizendo uma proposic¢ao falsa de ordem, no maximo, n”, isto seria de
ordem n+1 e nenhuma contradigao surgiria. Por outro lado, contudo,
nos definimos “Eu estou mentido” como “Eu estou dizendo uma pro-
posicao falsa de qualquer ordem finita”. Isto significaria que ‘p’ pode
ser de qualquer uma das formas “(3¢, ).¢_,.(¢ )" para todos os valores
de n. Isto é, “Eu estou mentindo”, que contém “I'p’”, seria da forma
‘9, 9,, @, ...0....)...", @ qual ndo é de uma ordem finita; entdo no-
vamente ndo estaria incluida em si mesma. Vemos que € impossivel
especificar um tipo geral absoluto de proposigéo, pois “A assere uma
tal proposicao de si mesmo” seria uma proposicdo de um novo tipo.

Esta solugdo da contradigdo é obviamente bastante similar a so-

lugdo de Russell, mas ha uma diferenga essencial, que é a seguinte:
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enquanto, em seu sistema, a distincado de ordens caracteriza a pro-
posicao, no Nosso ela apenas caracteriza o sinal. Este ponto pode se
tornar mais claro pela seguinte consideragao: suponha que em uma
proposicao P seja feita mengao de outra p; isto pode acontecer de
dois modos, os quais podemos descrever dizendo que ela ocorre ou
de modo epistémico ou de modo constitutivo?’. Ele ocorre de modo
epistémico em “A diz p”, e de modo constitutivo em “p v q”.

Isto se aplica igualmente a fungdes proposicionais e conduz Rus-
sell a concepcgao de que “(@)F(@#, x)” é de uma ordem essencialmen-
te diferente da dos ¢’s que nela ocorrem e nao pode ser uma delas,
ao passo que nos sustentamos que ela € uma delas, mas é expressa
de uma maneira mais complicada.

Nossas solucdes das outras contradicoes se mostram similares
as dadas por Russell, mas com as mesmas diferencas em cada caso.

27 Estes termos séo, é claro, do Sr. Johnson, que ndo os usa, entretanto, neste contexto.



